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AS FORMULAS DE EULER EM PROJECAO ESTEREOGRAFICA E SEU SIGNIFI-
CADO FISICO NO LEVANTAMENTO DE INDICATRIZES.OTICAS*
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RESUMO

As féormulas de Euler sdo deduzidas a partir de tridngulos esféricos
obtidos da representagdo estereografica das rotagdes ¢, 8, ¥. Um exem-
plo de aplicagdo a uma secgdo arbitraria de gipsita é incluido.

INTRODUCAO

As formulas de Euler, cldssicas no capitulo de transformag¢do de coordenadas, po-
dem ser ligadas ao fendmeno 6tico de extingdo e aplicadas, entdo, no levantamento da
indicatriz Otica de minerais, dados em sec¢do delgada. Tal é, precisamente, a base do
método analitico desenvolvido por CHOMARD (1934). A inteng¢ao principal deste tra-
balho ¢é apresentar a dedugdo das férmulas de Euler, a partir da representagdo estereo-
grafica de triangulos esféricos.

MUDANGCA DE EIXOS EM PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Sejam OXYZ e Oxyz dois sistemas coordenados coiniciais. O problema de transfor-
macdo de coordenadas consiste em exprimir as coordenadas (X’, Y’, Z’) de um ponto no
sistema OXYZ em fun¢do das coordenadas (x’, y’, z’) do mesmo ponto no sistema Oxyz.

Sejam (a, b, ¢), (a’, b’, ¢’) e (a7, b”, ¢”) os co-senos dos dngulos de Ox, Oy e Oz

com OX, OY e OZ, respectivamente. Se os dois sistemas sdo retangulares, demonstra-se
que (NIEWENGLOWSKI, 1914): |

X' =ax’+ay’+a’z x’=aX’+bY’ +cZ’
Y’ = bx’ + b’y9 + b”Z’ e y9 — a,x’ + b’Y, + C‘}Z’
Z, - Cx; + C’y’ + C”Z, Z, = a”X’ + b”Y’ + C”Z,

equagdes de transformagdo a que se ligam as expressoes:

ab+2a’b’+2a”’b”’=0 a2 + a,2 4 a”2 =1
ac +a’c’ +a’c” =0 e b? +b? + b2 =1
be +b’c’ +b7c” = 0 PHc?ac?=1
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Representemos os dois sistemas em proje¢do estereogrdfica (fig. 1). Seja OJ per-
pendicular a zZ, o tragd da intersecgdo do plano XY sobre xy. Os dngulos de Euler sdo

definidos da seguinte maneira (CHOMARD, 1934):

1 — P, rotagdo ao redor de OZ, que leva OX a coincidéncia com OJ;
2 — 0, rotagdo ao redor de OJ, que leva OZ i coincidéncia com Oz;

3 — ¢, rotag@o ao redor de Oz, que leva OX i coincidéncia com Ox.
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Figura 1 — Rotag¢les de Euler para levar OXYZ a coincidéncia com Oxyz e respectivos tridngulos
esféricos, em proje¢do estereogrifica.
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As trés rotagoes ¢, 6, WV, sdo independentes e constituem os pardmetros de liberdade
de um sistema com relag¢do a outro. O sistema Oxyz pode ser levado a coincidéncia com
OXYZ mediante rotagdes inversas, isto é, -p, -8, -W¥. Convencionalmente, o sentido
positivo de W é tomado de OX para OJ, o de ¢ de OJ para Ox e o de 8 de OZ para Oz.

A platina universal permite executar, no microscopio, as rota¢cdes de Euler. CHO-
MARD (1934) adota as notagdes seguintes:
— Oxyz ¢ um sistema retangular qualquer em um mineral, em sec¢ao delgada;
— 0OXe OY sdo as diregdes de vibracdo do polarizador e do analisador;
— OZ € o eixo do microscopio;
— S, plano XOY, de pdlo Z, ¢ a platina do microscopio.

OXYZ é, pois, um sistema fixo no microscépio e o sistema Oxyz do mineral movi-
menta-se segundo (yp, 0, V) para ser levado a coincidéncia com OXYZ.

E precisamente este o contexto do método analitico: atribuido significado fisico
aos eixos € possivel estabelecer uma relagdo imediata entre as rotagdes de Euler e o fe-
nomeno de extingdo, o que acaba por conduzir ao levantamento analitico da indicatriz
Otica do mineral.

DEDUGAO DAS FORMULAS DE EULER

As expressdes que estabelecem relagdo entre ¢, § e W e as nove constantes de trans-
formacdo de coordenadas (férmulas de Euler) podem ser obtidas por meio da trigono-
metria esférica. Com efeito, apliquemos aos tridngulos esféricos da fig. 1 a expressao
fundamental da lei dos co-senos dos lados (WENTWORTH e SMITH, 1915):

cosa=cosb.cosc+senb.senc.cosA

Obtém-se, entdo:

1 — No triangulo xXJ:

a=cos(xX)= cosy.cos\W¥ +seny.sen¥ . (-cosb)
ou a=cosy.cosV¥ —seny.sen\¥ . cosf

2 — No triangulo xYJ:
b =cos(xY) =cos ¢.cos(90% +¥) +sen y.sen (90° + ¥) . (-cos 6)
ou b=-cosy.senW¥ —seny.cos\¥ . cosl

ou tomando a parte aguda de xY:

b=cosy.senWV +seny.cosV¥ ., cosf
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3 — No triangulo xZJ:

Cc = cos (ij = cos ¢. cos 90° + sen ¢ . sen 90° . cos (xJZ)
ou, como cos (xJZ) = cos (90° — 0) = sen €,

c=seny.senf

4 — No triangulo yXJ:

a’ = cos (yX)=cos ¥ . cos (90° + @) + sen ¥ . sen (90° + ¢) . (~cos 6)
ou a’=-cos¥.seny—senW¥ . cosy.cosf

5 -- No tridngulo yYJ:

b’ = cos (yY) = cos (90° + o) . cos (90° + W) + sen (90° + ). sen (90° + ) .
. (-cos 8)

ou, tomando a parte aguda de yX:

b’=-seny.sen ¥ +cosy.cos V¥ .cosf

6 — No tridangulo yZJ:

¢’ = cos (yZ) = cos 90° . cos (90° + ¢) + sen 90° . sen (90° + ¢} . cos (90° — 6)
ou ¢’=cosy.senb

7 — No tridngulo zXJ:
a” = cos (zX) = cos ¥ . cos 90° + sen ¥ . sen 90° . cos (90° — 6)

" -

ou a’=sen¥ .senfd

8 — No triangulo zYJ:
b’ = cos(zY) =cos(90° + W) . cos 90° + sen (90° + ¥).sen 90° . cos (90° — 6)

ou b”’=-cos¥.senf

9 — No triangulo zZJ, ou diretamente:

L —

¢’ =cosf

EXEMPLO

Cada conjunto (g, 0, V) efetuado no microscopio é uma operagdo de extingao. Na
pratica, isso significa levar uma sec¢do a extingao e efetuar, nos eixos VE e EW da plati-
na as rotagdes ¢ e 0, arbitrdrias. A extingdo serd desfeita e a rotagdo efetuada ao redor
de OZ para restitui-la é o dangulo de extingdo V. Em cada operagao de extingdo hd, pois
apenas a medi¢do de W.
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Tomemos uma secg¢do arbitrdria de gipsita, 2V = 58° (+) (fig. 2). Por meio da cons-
tru¢do de Biot-Fresnel, levemos a secgdo a qualquer de suas posi¢des de extingdo. Tem-

-se, entdo, ¢ = 6 = ¥ = 0. Efetuemos 8 = 30°, v = 60°, localizemos as novas posi¢des dos
planos bissetores e determinemos ¥ (fig. 2). Obtém-se:
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Figura 2 — Operag¢do de exungdo @Y = 600, 0 = 300, V= 43% em se¢do de gipsita (2V = 580).
A1 A, =localizagdo dos eixos dticos em posi¢do inicia, de extingdo.
A1 A% = localizacdo dos eixos 6ticos apds rotagdo Y = 60°.
AY{A% = locanzagado.dos eixos dticos apods rotagdo @ = 60" 0 = 30°.
Ox =tra¢o do plano bissetor de A; A,.
Ox' = trago do plano bissetor de AYAj%.
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6 = 30° a =.0,1458 b = 0,8895 ¢ =04330
¢ = 60° a’ =.0,9287 b =-0,2739 ¢’ =0,2500
¥ =430 a” = 03410 b’ = 0,3657 c” =0,8660

Esses sdo os valores necessdrios a aplicagdo do método analitico. Apenas tres ope-
ragdes de extingdo resolvem o probleina de determinar a posi¢do dos indices de refracdo
principais e o valor do angulo 2V. E nesse contexto que o método vem sendo aplicado
com éxito por ABRAHAO (1968, 1971, 1974 a,b) e ABRAHAO ¢ MARCONI (1974,
1975a, b, c). .

SUMMARY

The Eurler’s formulas are derived from spherical triangles which were obtained
from the stereographic representation of the ¢, 6 and W rotations. A example of its
application is given for an arbitrary thin section of gypsum.
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