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1 — INTRODUGAO

O fim déste nosso trabalho é discutir a derigracfo das fun-
¢Bes tan. x, e cot.x, que néo foram consideradas na nossa tese
denominada “Introducéo ao Estudo dos Derigrais”. O modo
mais conveniente de realizar a derigracdo dessas funcdes é,
segundo nos parece, a partir do seu desenvolvimento em série.
Néo é muito dificil obter o desenvolvimento formal de tan.x e
cot. X em série, mas a discusséo da convergéncia dessas séries,
que é indispensavel, exige conhecimentos mais aprofundados e
pouco acessiveis. Por isso é que resolvemos publicar um traba-
lho mais completo em que, além da parte relativa & derigracho,
o desenvolvimento em série das fun¢des acima referidas é dis-
cutido com detalhes. Dai o fato de s6 serem originais néste
artigo-os capitulos 6 e 7. :

Procuramos escrever um trabalho tédo simples quanto pos-
sivel, evitando, porém, conseguir simplicidade & custa de per-
da de rigor. .

O capitulo 5 serd interessante e de leitura facil para os
que conhecem a teoria das fun¢des analiticas. Os que ainda
nfo se aprofundaram nesse assunto poderfo deixa-lo de lado,
sem que isso prejudique a compreensfo do resto do trabalho.

Os numeros entre colchétes se referem a bibMografia.

2 — O DESENVOLVIMENTO FORMAL DE TAN. x E COT. x
EM SERIE DE POTENCIAS DE x

Para X 3= (n—l——;—) T,comn =20, =1, =+ 2 ... temos por

definicfio
‘ sen.x
ta'. X =
COS. X

A funcfo tan.x é uma funcfo impar, pois tan. (—x) —
= — tan.x. Logo no seu desenvolvimento em série de potén-

clas’
a8 + ax + ax2 4+ . + anx" + .

devem ser nulos todos os coeficientes de poténcias pares de x.
Logo devemos ter
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sen. x

(21) tan.x = =ax+ 8+ tayy X T4

COS. X

Para calcular os coeficientes al, a2, etc., substituimos
sen.x € cos.x pelo seu desenvolvimento em série, que é, como
se sabe

x3 x5
senx =X — — 4 — — ...
3! 5!
x2 x4
8. X =1 — —- 4 — — ...
\ 2! 4!

Segue-se que devemos ter

B %5 . <2 x4
— =14 — = +.) (1— = = — ..
X 3l + Bl (ngx +agx® + ) ( Y al )
x—£+£—x—7 =a,x +x3 (a3 — ﬂ)-}-xs(a E—|—ﬂ)—-'—
31 s " Y ST T4
) s ag a3
+X (8, —— F— ———) + ...

2! 4! 6!

Igualando-se os coeficientes de poténcias iguais de x, ob-
tém-se facilmente os coeficientes da nova série. Temos entéo

1 Y] 3! T T 91 31 3
a3 8 1 ) a3 a4 1 2

as — — = = — Soag = = — = — =
Y + 4 51 Y 41 + 51 15

E em geral

8m—1  82n--3 n—1 8y | (—1)"

a = — w +(—1) _
2n 41 2! g T (2n)l+(2n+l)l

Assim obtemos a série
1 2 17

(2,2) tan.x = x 4 — x3 4 x5 4 T 4 ...
3 15 315
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Para. cot. X, de sua definigéo

COos. X
tot. X —m — ,
sen. x
vélida para x + n [ com n= 0, = 1, = 2, ..., resulta que

nfo & possivel seu desenvolvimento em série de poténcias de
x. Pode-se superar essa dificuldade pela consideracéo da fun-
¢io H (X) = x cob.x, para x 5= 0, H (0) = 1. Como

lim x cot.x = 1,

‘x—m

a funcdo H (x) é continua em todo o intervalo — T
e pode ser desenvolvida em série de poténcias de x. Como es-
sa fung#o é par, isto é, como H (— x) — H (X), a série corres-
pondente terd nulos todos os coeficientes de poténcias fmpares
de x. E vem

(23) H (X) = by 4 bpx? + bgxt + ..
Para x =0 temos entso
(24) X cos.x = sen.x (by 4 byx2 + bixé + ..) .

' E como essa igualdade vale também para x — 0, ela é va-
lida em todo o intervaloy[ ], e permite calcular facilmen-
te, & semelhanca do que fizemos no caso anterior, os coeficien-
‘tes by, by, ete., para os quais se obtém

1 1 2
bﬂ=l!b2=——‘b4=——ab6=_——’
: 3 45 945
€ em geral
b2n—2 b2n-—4 bo (—1)"
bp= ——— — ——— 4 .+ (=1 +
3! 51 (2n4-1)! (2n)!
Portanto temos
v 1 1 2
24) B (X)) =1 — —— x2 — X4 — x6 — ...

3 45 945
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Qual serd, porém, o raio de convergéncia dessas séries ?
Para resolver essa questdo buscaremos, nos capitulos 4 e 5, um
outro desenvolvimento em série para as fung¢bes em questéo.
Para a compreensdo do quarto capitulo precisamos antes, po-
rem, demonstrar uma desigualdade de grande importancia, o
que sera feito a seguir.

3 — A DESIGUALDADE DE JORDAN

E’ conhecida por ésse nome a desigualdade

(3,1) sen.x . 2 X,

valida para’ %é x > 0. Para ela hé numerosas demonstra-

¢des (1), mas entre todas preferimos a seguinte, que nos foi
indicada pelo Prof. Hélio Penteado de Castro.
Se tomarmos t — sen. X, (3,1) se transforma em

t > —2_ arc sen. t,

ou ainda

3,2) arc sen. t = IE
2

Mas € bem conhecido o desenvolvimento em série

1 3 1.3 5 1.3.5 ¢7
@Garccsen. t =t + — — 4+ —— — 4+ —— —+ .+
2 3 2.4 5 2.4.6 7 ‘

3. 5.. (2n—1) > + 1

1
+ 2. 4. 6.. 2n 2n + 1 +

1
i

Essa série converge, como se prova facilmente, para
—1 = t < 1. Dela concluimos para t = 1 que

1 — Ver, por exemplo, Whittaker e Watson [6, p. 115] ou
Copson [1, p. 136].
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11 13 1 135 1
(3,4) arc sen. 1 — — — +_ __|___. __|___._ _+
2 2 3 24 5 246 7

5.. (2n—1) 1
6... 2n 2n + 1 + -

Ora, de (3,3) resulta que

1t 13 t* 135 t8 o
@S5 arcsen.t =¢ 1+— -+ —— —F+—— —4 ..+
2 3 24 5 246 7

13.5.. (2n—1)  t2o

2.4.6.. 2n 2n- 1

Entfo para 0 ¢ t < 1 temos, evidentemente, como se vé
pela comparacglo de (3,4) com (3,5),

arc sent. t < — ¢,

2
Dai resulta que
x <<

— sen.x ,
2

ou

2

senx > — X

para 0 << x << — . E como para x = 0 e x = — temos
2 2
2
senx = — x ,

T

H
fica (3,1) demonstrada. Entretanto, como para E‘ ~Nx >0
2

temos ainda x >. sen. x, podemos escrever com x tomado nes-
se intervalo

2
X 2 SeMX N — X
T
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4 —- O DESENVOLVIMENTO DE COT.x E TAN.x EM SERIE
DE FRAGOES PARCIAIS

Sabemos da férmula de Moivre(2) que

(cos.t 1 sen. t)m — cos.mt 4+ i sen.mbt.

Suporemos m um numero inteiro e positivo. Igualando
os coeficientes de i em ambos os membros depois de divididos
porsen.t (oqueexiget =k [ ,comk =0, =1, 2, ...) vem

sen. m t (m) m
4,1) ———— = (1) cos.2%t —(3) cos.2»—2 ¢ gen2t -+ .. +
sen.t

+ (_l)n (2;11_*_1) éen2n t 2

sendo m =— 2n - 1, portanto um nimero impar.
Seja z — sen.2t. Entéo o segundo membro de (4,1) serd4 um
polindmio em z de grau n. Mas o primeiro membro se anula

para _
T T T
tl = - tz =2 — ) th = — .
m m m

Logo as n rafzes do segundo membro séo

rn=sen?2 —, rp = gen? 2 — ,.., rn =sen2 n — .
m m m

Nessas condi¢des o 2°. membro podera ser fatorado como

se segue
sen. m t Z Z Z
— = (1_ —) (1— —) () (1— _) ’
m gen. { r ro I'n
pols ambos os membros tém o mesmo limite 1 quando t ——> 0.

2 — Esta demonstracfio fol adaptada de La Vallée Pous-
sin [3, 20. vol,, pp. 63-67] mas aproveitamos também muitos
detalhes dados porKnopp [2, pp. 194-200].
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Indicando-se por L o logaritmo natural ou neperiano e su-
pondo-se: - _ .

X
t = -;eainda — T< x< T , vem
m . N
sen? —
sen x n m
L ———— = >} L(1——)
_ X k=1 Yk
©'m sen —

Exige-se al implicitamente que tenhamos

sen.2 x - osen?
m m
= < 1,
T :
“ sen.2 kT
m
isto €, que seja
kT X .
sen2 — sen2 — > 0.
.m m

Ora, para — T < x <« T isso sempre é possivel, desde que
se tome m suficientemente grande. E se pode até determinar
um numero N tal que para todo m » N tenhamos

kT x kT x2
sen2 — — sen2 — > sen2 — — —— > 0.
m m m ma2

Suporemos sempre satisfeita esta ultima condigéo.

Sejal ¢ p<n e poderemos escrever
m2 sen? —
sen X P m ‘
L = 2 Ll—m—m ) 4+ R, ,
m sen _— - k=1 m? sen?® k_Tr_ S
. m m

em que Rp indica a soma dos térmos restantes.
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Sabemos Que para — 1 ( x £ 1 temos

: x2 x38 m—t F0
LA+®) =x———+—— .. + (=)  ——
2 3 n

Logo concluimos que

ILA4+%) <X
E para —1 <= x ¢.1 temos entéo

x . X
[LQ—x |=|L Q1+ )| <
. S S, 4 o 1—x

Podemos portanto escrever.

sen? —>
- m
sen? — L sen? kT
m m
Zx=| L (1— —) | < . -
: sen? kT ’ sen2 =
m 1 — — -
senz KT
m
x?
m? x? 1
Sk < : = —
Cgen? KT _ ¥ m. sen? L3NS
m m?2 ‘m2
1. k
Mas para — > — >, 0 temos pela desigualdade de Jordan
2 m . .
kT .2 kT 2k
sen — > =
m T m m
m—1

Como o0 malior v_é.lor dekén —
desigualdade & sempre aplicavel. 2

, Segue-se que esta
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Portanto temos ainda

X2 1 x2 x2
e < 7 I F T 2 < 4k — r?)
m?  m?
sendo r = |x|. Para k suficientemente grande em rela¢do r

o leitor verifica que

(k2 —12) > (k —1)2> (k1) (k1)
Logo temos, nessas condicdes

x2 1 x2 1 1

o  ———————=— (
4 (k-r-1) (k-r) 4 k-r-1 k-r

E entdo vem

n x2
| Rp| = X Zx _—
k=41 4 (p-r)
E agora conclui-se logo que lim R, = 0.
Pp— 0

Mas como m > p, se p tende para infinito o mesmo acon-
tece com m . E entdo

p:4
sen —
b m
lim m sen — =— lim —_— = X
m—> oo m m—> oo 1
m
E fica portanto
sen.x 00 x?
L ——— = JY L0~ ———
X k=1 k2 T2
00 x?
SoLsenx =L x| x Ldqd——-).
k=1 k? Tr2
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Esta série nos da por derivagho

, T ®© . 1
42)cot. X = — —2x ¥
X k=1 - k? TI" —
Esta, derivagao é licita para todo x =]= k 1'|‘ - com k =0,
*= 1, % 2 ..., pols a série derivada é entho absoluta e unifor-

memente convergente em todo intervalo:que nfo inclua um
dos pontos excluidos. Essa concluséo sObre ‘a convergéncia da
série resulta de que a relacfo .entre seu térmo geral pa.ra [+
térmo geral da série

o0 1
z —
k=1 . k2

tem limite 1 quando kK —3 ©
De (4,2) resulta

e

lo's) 1
(43) xcot.x =1 — 2x2 > —
' k=1 k2 T? X
’ . ’1 —_ (———)2
kT
que vale para — T < x <7, desde que, consideremos no 1°.
membro a fungio continua f (x)= x cot x para x == 0, f (0)=1.

Mas
1
=14 x4+ %2 4 ... 4 x4+
1—x
para — 1 ¢ x (1.
Portanto para — T < x<C T temos para k = 1, 2, 3, ...

1 X x
44) ——— =1 4 (— )4 (—)r+. (
x k7 kT kT
1 — (=)
: kn

A convergéncia absoluta de (4,3) nos permite substituir
14 o 1°. membro de (4,4) pelo segundo e modificar a ordem dos
térmos até obter
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2x2 1 1 1
(45) x cot.x = 1 — ( + + + ) —
B T 12 22 32
2x4- 1 1 1
— —+—+ + )= =
at 14 24 34
2x2n 1 1 1
— (— 4 —F—+ .. —
a2n 12n 22n 32n
Seja
1 1 1
Son = -+ -+ + ...
12n 22n 32n

e a comparagio de (4,5) com (2,2) nos mostra que

9 9
bo - l,bg - — — Sz,b4 = _— 84,...,
2 mt
2
bon = — S,y € portanto
. n-zn
2x2 2x4 2x2n
(46) xcot.x =1 — S, — Sy— ... — Son —
Evidentemente
lim§g,, = 1
n—» oo

Logo a aplicacdo do teste de convergéncia de Cauchy
nos d4 logo :

2 2
n n 1

lim b | = lim 1 2. Son |=T
n— 00 n—oo 7

de onde se conclui que o raio de convergéncia da série é A
isto é, que (2,3) converge para — 7 < x < 7 .
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Sabemos que

cos 2x cos2 X — sen2 x
2 cot 2x — 2 E= = cot x — fan x
_sen 2xX sen x cos X

Logo
X tan. x — X cot. x——2xcot2x
e (45) nos dia, com | 2x | < g

9

2x2 Sz 2x4 S4
Xtan X = ——— (22— 1) 4 —— (24 —1) 4 ...
.77,'2 34
25" Son
4 —(2m — 1) f ...
32”
2x S, 2x3 8,
(4n . tanx=—— (2 —1) f ——— (20 —1) 4 ... +
ﬂr2 . o ”4
- 2X25—1 Szn
+ — (22n — 1) 4+ ...
P

A compai'acéo de (4,6) com (2,1) nos mostra que

2 S .
Qon—g — (22n - 1) ’
ﬂ2n
de onde se conclui facilmente que a série (2, 1) converge, como

j&4 se podia prever, para

————<x<——-.
2 2

5 — UMA APLICACAO DO CALCULO DOS RESIDUOS

Se o leitor estiver familiarizado com o Cdalculo dos Resi-
duos, o0 desenvolvimento de x cot. X em série de fragdes par-
ciais se tornara muito mais simples e direto. Basta para isso

1
considerar a fun¢éo f (Z) = cot.Z — —— paraZ =0, £ {0) = 1
Z
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1
e tomar para contornosCp os quadrados de vértices (n 4 ——)
2

(= 1 + i) . Prova-se entdo que a essa funcdo se pode aplicar a
conhecida férmula (3)

oc 1 ‘1
£(Z) =1(0) + 3 b ( + ),
. k=1 ak 7 - ax
emque a, (k =12, ...) indica os polos simples de f (Z) e b, ,
os respectivos residuos. Verifica-se logo que
ak = nx (0 = =1 x2, ...)
bk =1
E vem
o 1 » 1 1 1
(@ =2 (== + = f ——— 4 =)
k=1 ka Z—kn —kx Z+kx
= 22 ¥ @ —,
k=1 k? a2 — 72
o 1

. ZcotZ =1-—222 Y ——
k=1 ka2 —Z7

6 — UMA FORMULA IMPORTANTE

Vimos antes [1, p. 121] que

e X ()]

6.1) D )= bD f(t) -

a

‘b
. 1 —E—1
-~ (=) (x—t) f(t)dt

a

Entretanto, como essa férmula foi dada sem demostra-
céo, ndo € demais por certo procurar provi-la agora.

3 — Ver, por exemplo, Copson [1, pp. 144-148] ou Phillips
[5, pp. 131-133].
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Seja f>x>b>a>>d e seja ainda f (t) uma funcio de-
finida e restrita em d — f. -Por definicdo, o derigral de ordem
® no ponto x a partir de a da funcio £ (t) é o limite da ex-
pressao

k .Z' (-1 (i)f[x-l-(@——i)h],
i=o0
X8 1
quando N —> oc , sendo k = —— e h um infinitésimo com —
N ) N

equivalente a k. E escrevemos entio
X o] —6 N i 6
D ft)= lim k T (=) () lHO—ib]
a N—oo i=o
Seja Q@ um numero natural tal que tenhamos
(62) X+ (0@ —Qh>b>x-HO—Q—1) h.

Podemos escrever que

X 2] — 60 Q i )
63) [) fo=lim k 2 (1 () lx+E—bl+
a N—oo i=o '
—6 N ig
+ lim k X (-1)(i)f[x—{—(@—i)h]
N—o0 i=Q-1
De (6,1) obtemos logo
x—a bh x—a h
64) x+(0—Q — . — > b >x+4 (6—-Q—1) —— . —
N k N k
Agora se N —— oo , evidentemente Q@ também tende pa-

ra infinito. Passando-se ao limite, (6,4) nos di logo

Q x—b
(6,5) lim —_—
N—-»m N X—a




68 ' - - Anais da E. S. A. “Luiz de Queiroz”

x—b  x—a
‘Logo' € kK =
. Q N

sao infinitésimos equivalentes.

Segue-se que

(6,6) .lim k g (— ) f[x -]— (@—~1)h] =
N—oo i=0 ‘
, __e q .
= m (=D z —1)l @)t x4 (©@—h]
Q—00 Q ‘ i=o !
X 6

- D £(t)

Resta discutir o segundo térmo do segundo membro de
(6,3). Temos . ° o

Y = lm k 2 (—=1(3) f[x+(©O—ih]
N"OO o 1—Q+1 | 1 s
N ® N—Q Q+1
= 1 I pX i
Nvco (x——a) i=l1 (= ) Q—l—l) flx-+O - Q= i)

Mas como sabemos [ 1,p. 18]

=) N (%)
W e T
I (—a)
Logo temos
-0
(x—a) N—Q @ —6—-1
Y=lm ———= X N (@Q}) - fixHO—Q-ih]
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. —6
(x—a) N Q f[x +(0—Q—ih] 1
= —— 1im X — . -
I'(—®) N—w i;l Q i 041 N
(= 4 =)
N N
—6 A
— (x—a) f[b~(xfa)y] dy ,
I'(—6) L X et
: o ¢ + ¥
. X—a
b—a
onde A —
X —a
b—t¢
Se ai fizermos y = teremos
X — a
. 1 b —0 —1
Y = Yo(x—t) f(t)dt .
- I (=0) 0 ,

E assim fica (6,1) demonstrada para o caso de x » b)> a.
Mas para x> a » b teriamos entéo

X ®

D £(t) =
L |
X 6. . 1 P2 . -1
D‘ TO + g b x— ) £(t) d

x... 6

D t(t) =

o X — 1) f (t) dat,
F(_@f x— 1) (t)
a

Il
o
),

N
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Portanto a férmula continua valida, mas com a condigédo
naéo j4 apenas da existéncia do derigral a partir de a. mas
também da integrabilidade de £ (t) em b+ g,

Esta férmula nova é de aplicacho constante na derigracéo.

7 — A DERIGRACAO DE TAN.x e COTx

Ja sabemos que
tan x = 8, x + ag x* + .. + a;m+3 2+ + ..,
oot x="2 + by x + b 2 + w + b 1+ .,

sabemos calcular os coeficientes dessas séries e conhecemos
seus intervalos de convergéncia. Podemos entfo derigra-las e
obtemos 4 :

X ]

D tan, t = a, [1@] xl-—@ ~+a; [g] X3-—9

. 32n+.l [ 2n(-)f—1 ] e e

b4 b4
para — —— ¢ X ( —.
2 2

o

Portanto podemos aplicar (6,1) e vem

:Dtan. t=a [@1] X! —@+a3 [@3] x3—@—|- w -+
+ - [2n—é—1] x211—‘{— 1—6 +o 4

1 ° -0 1
+— (x — t) tan t. dt,
I'(—e) a

4 — Ver [4, pp. 85-87, 104-10T7].
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b 4 T
onde temos — —— ¢ a ( ——. A periodicidade de tan.x nos
2 2
poupa o trabalho de discutir o derigral noutros intervalos.
Para a co-tangente, se nos lembrarmos de que b, = 1,
poderemos escrever

1

COt‘x:_+b2X+b4X3+.-.+b2n in_!—'_-.
X

Portanto para o0 ¢ a < X, temos

] 1 e 1
XD (cot. t — —) = XD (cot t — —) +
a t o %
1 s} —0-—1 1 d
1 _ — =) dt .
+ =9 ﬂ (x—t) (cot t t)
Segue-se que
x . @ Lx — La g(® 4 1,x)
D cot. t == -+
a c0Tlrce  a®T!

+ bg[el] 470 4 m[g] X s AT

1 b [21151] 2—1=0

1 0 —6—1
-+ 1_"_:@—) (x—t) flty dt ,

a

1
com f{t) = cot. t — — , para t =0, f(0) =0.
t
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8 — UM PEQUENO APENDICE

Nio podemos deixar de observar ao leitor que os desenvol-
vimentos de tan.x e cot.x estdo estreitamente relacionados
com os chamados numeros de Bernoulli, sdbre os quais n&o
falamos antes por ser a sua introducdo uma complicacdo inu-
til no que acabamos de expor. (5)

A comparacio de (4,5) com (2,4) nos mostra que

1 1 1 w2
—_— — 4 e — = —,
12 22 k2 6
1 1 1 at
—_—t — e — = —,
14 24 k4 90

e de w’a maneira geral

Sgn == - .

Isto nos permite obter facilmente as somas das séries do
tipo

1 1 1 1

— + + + o b
1P 2°P 30 - nP

+ ...

conhecidas por séries harmonicas, no caso de p ser um ntume-
ro par. Mas quando p > 1 é impar, nada se sabe ainda sObre a
sua soma.

Para as funcdes sec.x e csc.X, que ainda falta discutir,
as férmulas

X

esc. X = cot.x - tan,
2

5 — O leitor interessado podera consultar as obras de
La Vallée Poussin [3, 20, vol. pp. 68-71] ¢ Knopp [2, pp. 1’75
195-200, 230-234]. .
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T

2

sec. x = csc. ( — X)

nos permitem a redug¢fio aos casos j4 conhecidos.

O desenvolvimento de cot. x em fracles pareiais pode tam-
bém ser obtido de modo simples e elegante por meio das sé-
ries de Fourier. O leitor interessado encontrara no livro de
COURANT [T, 1.9 vol, p. 444] a demonstragho correspondente.
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