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1 — INTRODUGAO

fiste trabalho tem por fim discutir alguns aspectos da lei
de MITSCHERLICH, aspectos ésses que nos parecem dignos de
um estudo mais aprofundado.

Todos sabem que a lei de MITSCHERLICH tem contra
si muitas objegdes. Mas a seu favor ha uma série enorme de
pesquisas e de bons resultados obtidos em experiéncias em va-
Sos ou no campo, inclusive algumas realizadas entre nés (1).

Os autores j4 abordaram o assunto em trabalho anterior
(2). Aqui, porém, partirdo de um ponta de vista mais geral,
procurando encarar o problema de uma maneira bem de acor-
do com o rigor cientifico atual. Isso se faz necessério, pois a
literatura s6bre o assunto, na sua maior parte esparsa em re-
vistas agronbémicas alemas, peca muito quanto ao rigor e esta
cheia de controvérsias violentas, nem sempre bem fundadas.

2 — O PROBLEMA A RESOLVER
Feita uma experiéncia de adubacdo com doses crescentes

de um determinado adubo, obtém-se uma série de dados, como
a do quadro seguinte, onde se supGem 4 repetigoes.

PRODUCAO EM QUINTAIS-METRICOS POR HECTARE

Quintais/ha
P2056 0 0,2 0,5 0,8 1,2

25 | 220 | 240 | 211 | 279
199 | 231 | 243 | 267 | 29,0
20 | 21,9 | 264 | 262 | 283

20,1 226 | 257 | 268 | 27,6

Médias 20,1 22,4 25,1 26,7 28,1
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Esses dados podem ser representados em um’ grafico. O
problema a resolver consiste em irntéerpolar uma curva que se
adapte o melhor possivel aos dados experimentais e que nos
permita deduzir qual a quantidade de P205 existente no solo a
disposicdo da planta e qual a gue se deve adicionar para obter o
maior rendimento econdmico possivel. A curva em questao deve
apresentar os seguintes caracteristicos :

I — Deve adaptar-se, pelo menos razoavelmente, a qual-
quer experiéncia analoga com qualquer planta cultivada.

II — Sua equagdo deve depender de poucos parametros
faceis de determinar. A

Ora, ha inameras fungdes & nossa escolha capazes de sa-
tisfazer a essas condigbes. Poderiamos utilizar, por exemplo,
a analise harménica e obter uma fungio interpoladora do tipo

a0 § . .
f(x) =——+alcosx 4 a2cos2x 4+ ... 4
9 .

4 an cos nx + bl sen x + b2 sen 2x + ... 4 bn cos nx,

tal como se costuma fazer em numerosos problemas de enge-
nharia. Esse processo foi utilizado por RIPPEL e MEYER (3)
REDDIK e MILLER (4) dédo os detalhes do calculo algébrico.

Poderiamos também usar como funcdo interpoladora uma
série de polinémios de Legendre, o que também foi tentado
por RIPPEL e MEYER (3). E poderiamos ainda considerar um
polmomlo de grau n:

P (x) = ao 4 alx + a2x2 4- ... 4 anxn

e fazer sua interpolacdo pelos métodos estatisticos dados por
FISHER (5, pp. 133-139) ou por RODRIGUES (6, pp. 363-366).
Tal seria um procedimento mais de acérdo com os conhecimen-
tos modernos de Estatistica e jA preconizado em trabalhos an-
tigos como os de FROHLICH (7) e o de PFEIFFER e ou-
tros (8). -

A desvantagem, porém, désses e de outros’ metodos de in-
terpolagido estd na arbitrariedade da fungéo interpoladora. Es-
sa arbitrariedade s6 pode ser levantada por estudos de natu-
reza teérica, que nos levem a admitir como mais plausivel um
determinado tipo de fungdo.

Ora, MITSCHERLICH (9) admitiu como razoavel que,
sendo y a produgao da planta, x a quantidade fertilizante as-
simildvel a sua disposi¢do ' e A uma constante, teriamos :
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dy
dx

(2,01) =k (A—y),

onde k é uma constante positiva.
A integragdo dessa equagdo, que foi discutida com deta-
lhes no nosso trabalho anterior (2), nos da como resultado :

— L (A—y) =K + k x,

onde K é a constante de integragio e o simbolo L indica loga-
ritmo natural ou neperiano. Fixado x = o, é razoavel admitir
que temos y = 0 e vem:

K = — LA.
Segue-se que :
L (A.——y) = LA — kx.
Suporemos x sempre positivo ou nulo.

Mas a quantidade de fertilizante a disposi¢gdo da planta
compde-se de uma quantidade b previamente existente no so-
lo mais uma quantidade x’ de fertilizante que lhe foi adicio-
nada. Obtemos assim a equacéo:

LA—y)=LA—k (b4 %)
ou, mais simplesmente,
(2,02) LA—y)=LA—k (b + x).
Mas, como se sabe,
log (A—1y) lIog A
LA—y)=——+——TA = ——
log e log e
onde a abreviatura log indica logaritmo decimal e e, que vale
aproximadamente 2,71828, é a base do sistema neperiano. Se-
gue-se que temos em logaritmos decimais :
(2,03) log (A—y) =log A—c (x + b),
onde ¢ = k. log e ~ 0,4343 k é uma nova constante.

De (2,03) deduzimos logo que:
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y
(2,04) log(1——)=—cx+Db)

A
Dai tiramos facilmente :

[ —-—c (x + b)'l
(2,05) y=A 1—10 i

Como o segundo térmo da expressdo entre colchétes é sem-
pre negativo, segue-se que temos para qualquer valor de x
(finito) y < A. Mas se x——> oo vé-se logo que y—x A.
O parametro A representa, portanto, uma produgdo maxima
que seria atingida sé para x = oo .

Como temos sempre y < A para qualquer valor (finito)
de z, resulta que A — y & positivo e portanto de (2,01) resul-

dy
ta que temos sempre — » O, isto é, que y é fungdo cres-
dx

cente de x, como se devia esperar. (2,01) nos mostra ainda
que k (e portanto também ¢, que lhe é proporcional) mede o
efeito do adubo sébre o aumento da produgéo. Por isso ¢ rece-
beu a denominacédo de valor ou fator ou coeficiente de eficacia.

Vemos que a hip6étese de MITSCHERLICH nos conduz
a funcdo de (2,05), cuja equagdo inclui apenas trés parametros,
todos trés de significagdo objetiva relevante. Além disso nu-
merosas experiéncias demonstram que na maioria dos casos
essa funcdo relativamente simples e com um numero tio pe-
queno de parametros nos da uma curva que se adapta razoa-
velmente bem aos dados obtidos com qualquer planta e em
qualquer solo. E ainda a func¢do supGe sempre uma producdo
maxima inatingivel, o que é bem razoavel.

Ha4, porém, como objecdo mais importante, o fato seguinte.
Verifica-se experimentalmente que, 4 medida que crescem as
doses de adubo, cresce a producdo até certo ponto, para logo
comecar a decrescer, chegando a anular-se quando a quantida-
de de adubo utilizada se torna excessiva. Ora, ésse fato impor-
tantissimo nio € considerado na equacdo (2,05), que nio pode
representa-lo. Essa objegéo levou MITSCHERLICH a tomar
(2,05) apenas como uma primeira aproximagdo da curva pro-
curada e a adotar como uma segunda e mais perfeita aproxi-
magdo a curva de equacdo.

2,06) y=A[1—10—c(x + b)] 10— s x2
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onde s é o “fator de prejuizo” (“Schidigungsfaktor”, em ale-
mao). A equagdo diferencial correspondente é:

loge dy 10—c (x + b)
(2,07) . =k ' —2sx.
y dx 1 — 10—c(x + b)

Nao podemos deixar de observar aqui que RUSSELL (10,
p. 140) da a equacdo (2,07) sob a forma

o 1 dy A—y
(2,08) =c — 2sx,
y dx y

afirmando que (2,08) da por integracdo (2,06). E’ facil veri-
ficar o érro dessa afirmativa, pois a fungdo dada em (2,06) ab-
solutamente nio satisfaz (2,08).

Esse é&rro aparentemente decorre de um estudo descuida-
do do artigo (11, p. 276) em que MITSCHERLICH apresentou
sua segunda aproximacio para a lei de eficacia. De fato, par-
tindo da equacgéo

(2,09) y=A (1—10—cx) ,

onde x estd substituindo o x -4 b usual, obteve por derivacéo

dy
2,10) =c. Al10—ecex L 10
dx
log 10 1
Mas L 10 = = . Logo:
log e log e :
dy
-=¢l A. 10 —ex =cl (A —y)
dx .
A c
onde ¢l = ——— | Dai resultou
log e
1 dy  A—y
(2,11) . =cl —

y dx o y
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Substituindo entio y pelo seu valor dado em (2,09) MI-
TSCHERLICH  obteve enfim a equagido

1 dy 10— ex
2,12) - =l —_—
y dx .. 1 — 10—ecx

Considerou entdo mais um térmo — 2kl x nessa equacio
diferencial e escreveu:

1 dy 10 —ecx
_ —=d— -2kl x ,
y dx 1 — 10—ecx
s
onde kl corresponde a ——— , na notagdo que utilizamos
log e

atras. Da ultima equacdo foi que MITSCHERLICH obteve

dy 10—cx
s b 2 k1l x dx
1 — 10—cx

Dai provém, depois de efetuada a integracdo, a equagdo
Ly=L (1 —10—cx) — k1l x2 4 C.

Multiplicando-se tudo por log e chega-se logo a igualdade
log y = log (1 — 10—cx) — sx2 + C,

de onde se obtém

y = 10C (1 — 10—ex) 10—sx2 ,
ou

y=A (1 — 10—cx) 10—sx2

Note-se que nesta equacdo A ja nio representa a produ-
¢do maxima.
Ora, até (2,11) era indiferente escrever
1 dy A—y

y dx y ;
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ou . ' o
1 dy 10—ecx
— = ¢l —,
y dx 1— 10 —cx

Juntando-se mais um térmo — 2kl x a segunda dessas e-
quacdes, como fez MITSCHERLICH, automatlcamente muda
o valor de y, que passa a ser:

y = A (1--—‘- 10—ex) e—sx2

Portanto 'néo‘ é indiferente como supés RUSSELL, acres-
centar o novo térmo a (2,11) ou (2,12).

E’ bem verdade que (2,06) se adapta melhor que (2,05)
aos dados colhidos em experiéncias de adubagio. Mas tem o
defeito de ser uma fun¢io muito mais complicada e com um
pardmetro a mais. Além disso o efeito do fator 10—sx2 s6 co-
meca a aparecer para valores relativamente grandes de x, is-
to é, para adubagbes excessivamente pesadas. Por isso, exclui-
dos os casos ‘extremos, é sempre preferivel utilizar a “primei-
ra aproximacdo”, expressa por (2,05).

3 — O CALCULO DOS PARAMETROS DA PRIMEIRA
APROXIMAGCAO DE MITSCHERLICH

Admitida a férmula de MITSCHERLICH :
y=A[l —=10—(x +b)] ,

suponhamos que dispomos dos dados de colheita yi (= 1,2,...,

n) correspondentes as doses de fertilizante xi (i = 1,2 ..., n)

e que queremos calcular os pardmetros A, b, ¢, para esse caso.

Um método que logo ocorre para reallzar ésse calculo é o dos

E%%&?dgf minimos, que, aliis, é sugerldo por NIKLAS e MIL-
1

A aplicacido désse método ao caso seria feita como se se-
gue. Uma vez calculados os parémetros procurados teremos
para cada dose xi de adubo uma produgéo observada yi e uma
produgéo calculada A [1 — 10—c(xi 4-b)] . Seja:
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'glg, { ¥y -a [1- xo‘c‘*x*b)]}a

O método em estudo exige que tenhamos

blgél.bz,
el o 3 B

1350 nos leva a tomar

an { vy - A [l o U W ”.’]} [x - w"("x"”’}o

n ) . )
(’,l) Z { yi - A [l - lo‘C(xl +* b)]} lo‘c xl(x‘ L] b) ag
1=} .

2 {Ys -A[x-m‘ﬂwa)]}.m**x .0
1

§ =

Com o auxilio dessas trés equagbes devemos calcular A,
b, ¢. Podemos facilmente demonstrar que o sistema anterior é
equivalente ao seguinte:

2 i{ yi - A

1 - 107¢tx1 ¢ B) } =0
.

- -
1 - 107clxg * b} } 107 X1 gy = 0 -
J .

(3,2) > { yi - A

> {y‘-A 1 - 07c(x1 * b) } 10X =0
L

-

onde, como faremos daqui por diante, tddas as somatérias séio
supostas de 1 a n.
Estas equacdes nos conduzem logo as seguintes:

Zyl-nA‘Alo'bc 2.‘ " °%*Xt a o
(3,3) Z Xy yilo- Rl R A E Xt lO'c XL + A\.]O-bc E .o-zcxl‘”

Sy 10 M aa T 100 Maane® 5 0% M ap
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De (3,3) obtemos pela aplicacdo do teorema de Rouché a
equacao :

ZY. n Zlo‘c"n

G [ 2 xy 10 ST a0t N 2 10, |0

z yg 107 M E 100 € X E 107%¢ M

Esta Gltima equacdo s6 encerra ¢ como incognita. Sua re-
solucdo pode ser obtida pelos métodos de aproximagdo da Al-
gebra. O processo é, porém, trabalhoso e demorado. Uma vez
calculado ¢, a determinagdo de A e b a partir das equagdes
(3,3) é simples e comoda.

Poderiamos, porém, tentar o método dos momentos, tam-
bém classico na Estatistica. Teriamos entio de igualar os
momentos de ordem O, 1 e 2 obtidos com os dados observados
com os momentos respectivos conseguidos a partir das pro-
dugbes calculadas. Chega-se assim as equagées :

o Vi = A Q7 [l-lo'c(n*b)]
(5.5) Z Xy yy = A Z x4 [1 - 10" C(Xl + b)]
Z: xiz Yi=A Z 112[1 - 10" Slxg + b)]

De (3,5) obtemos:

Z yl = na-A,10°P€¢ Z;o'cxz

(3,6) th yy = A Z Xy - A, 10°b¢ Z xy 10°¢ Xi
lez Y =A Z xiz - A.IO-bcA Z "12 107 *i
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Pelo teorema de Rouché, conseguimos a equagio seguin-
te, na qual foram eliminados A e b.

Z v) L Z 10”7 €%y
3.7 Z Xy yy Z X1 Z xy-107¢ i = 0
Z';*az yi Z %2 D m2aoe ™

Esta equacdo é notavelmente mais simples do que (3,4),
pois todos os elementos das duas primeiras colunas sdo inde-
pendentes de c¢ e faceis de calcular com os dados experimen-
tais. o

Também neste caso é facil obter os valores de A e b, de-
pois de terminado o célculo de ¢, com o auxilio das equagdes
(3,6). Alias das duas primeiras tiramos logo :

Zy: | ZIO"C *1

. 2_x i 2_x1 107 X
- “ S Z lO-C Xg

AZX; | o in 107¢ Xi

e a primeira nos da

1 A X 10—c xj
b = — log.
c nA—J3yi
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Vejamos um caso particular bastante frequente.

Fixemos xi = 0, x2 = p,x3 =2p, ..., xn=(n—1)p e
teremos
1— 10—mcp
2 10—c¢ xj =

1— 10—cvp
Esta férmula, que se estabelece facilmente com o auxilio
da teoria das progressées geométricas, nos da por derivagdo em
relacio a — c:
(n—— 1) 10—(@n--1)cp — n 10 — ncp - 10 cp
(1 — 10——<p )2

2 lo_c xiXi

Z10—¢ xjy, [—(n—1)210 (n+2)cp+r2n2_2n_1)10—(n+ncp_]
— n210—ncp 4 10—2cp -} 10—cp

X P
(1—10—cp)3

As ultimas trés férmulas substituidas em (3,7) nos déo
uma equagdo de grau n 4+ 2 em 10—ep. Sua resolugdio em ge-
ral s6 sera possivel por processos numéricos de aproximagao.
Sendo k uma das raizes teremos :

10—cp = k,

1
log —
k

p

Como p € positivo e ¢ também deve ser positivo, é preciso
1 1

que tenhamos log —— > O, logo — > 1 e portanto
k k

O < k < 1. Raizes que néo satisfacam a esta condi¢ido nio nos
podem convir,

Note o leitor que o que se denomina geralmente na litera-
tura “método dos quadrados minimos”, tendo em vista a
aplicagdo da fungdo de MITSCHERLICH, estid longe de ser
realmente a aplicagdo do método dos quadrados minimos. Com
efeito, da fungao
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y=A[l—10— (x + b)],
obtém-se ,
z=log——=c X+ Db).

Admite-se entdo um valor de A préximo das produgdes
maximas observadas. Entdo para cada valor yi calcula-se o va-
A : .
lor de zi == log ————— . Com os valores de zi e xi obtém-
A—yi ‘
‘se entdo pelos métodos correntes de interpolagdo a fungio

z=rc (x+ b).

Para cada valor de A obtém-se uma fungio désse tipo. Es-
colhe-se a que der uma interpolagdo mais precisa.

Os autores, como, por exemplo, SARAIVA (13, pp. 17-18),
HOOVER e NORMAN (17, p. 333) e REINHOLD (26, p. 883),
denominam o método que acabamos de expor de “método dos
quadrados minimos”. E’ evidente o érro dessa denominagio.
Na realidade os autores nio encontraram, em toda a literatura
consultada, nenhuma aplicagdo do verdadeiro método dos qua-
drados minimos. A exposi¢do que désse método fizemos atras,
parece ser a primeira adaptagéo do referido método ao caso da
interpolagio com a fungdo de MITSCHERLICH.

4 — UM EXEMPLO DE APLICACAO DO METODO
DOS MOMENTOS

Vejamos agora como se faz numeéricamente a determinagao
dos pariametros. Utilizaremos para isso os dados publicados por
SARAIVA (13, p. 25) referentes a uma experiéncia de adu-
bagdo com potéassio e reproduzidos a seguir. Cada um dos nu-
meros representativos da producgdo obtida é média de 5 co-
Iheitas. Sob o ponto de vista estatistico, & sempre preferivel
utilizar na interpolagio os dados originais e nao médias. No
caso vertente, porém, o resultado né@o é alterado pelo uso das
médias. Pois o seu uso neste caso corresponde a dividir por 5 a
primeira coluna do determinante de (3,7), o que ndo altera a
equacao.

Os dados em que nos baseamos foram os seguintes, refe-
rentes & colheita em gramas de aveia semeada em vasos de
20 cm de didmetro (314 cm?2 de &rea).
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Adubo por vaso (K20
Colheitas observadas

(Médias de 5 vasos)

Dai tiramos:

0 02 03 05 08 15

30,0 72,7 80,5 89,6 84,3 92,1

I
xi yi |  xiyi xi2 yi xi2
0,0 30,0 — — _
0,2 72,7 14,54 2,908 0,04
0,3 80,5 24,15 7,245 0,09
0,5 89,6 44,80 22,400 0,25
0,8 94,3 75,44 60,352 0,64
1,5 92,1 137,15 207,225 2,25

I 33 459,2 296,08 300,130 3,27
! . .

De acordo com (3,7) a equagdo a resolver sera entio

(L, 1)

459,2

296,08

300,13

6

3.3
3,27

Z 107¢ *i
Z Xt ’o-c X‘
Z x32 10°¢ *i
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Poderiamos iniciar o calculo tomando como ponto de par-
tida um valor qualquer como, por exemplo, o valor de ¢ de-
terminado por MITSCHERLICH pata o taso do potassio. Esse
valor é ¢ = 0,93 quando referido a quintais-métricos por he-
ctare. Ora, n6s sabemos que

dy
— =k (A—Y),
dx

com (A —y) expresso em quintais por hectare.

Mas no caso vertente (A —y) aparece multiplicado por
314 (4rea do vaso) e por 100.000, que é o niimero de gramas em
um quintal métrico, e.dividido por 100.000.000, que é o nime-
ro de centimetros quadrados em um hectare. Resulta que te-
remos

dy . 105
— =k’ (A —y) 314.
dx 10}

=Kk.0314 (A —y)

Logo, devemos ter
k = k’ 0,314
Multlphcando-se por L e = 0,4343, vem enfim
c=c.0314

Segue-se qué ‘temos s

0,93
¢ = —— = 296
0,314

Em vez de partir désse valor nés preferimos, porém, par-
tir do que foi determinado por SARAIVA (13) pelo método
dado por KLETSCHKOWSKY e SHELESNOW (14). Esse va-
lor, que foi ¢ = 2,39, nos deu o célculo seguinte :
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(4,1) nos da pela regra de SARRUS :

(42) f(c) = — 22,247 3 10—oxi 4
+ 299,2 X xi 10—exi — 261,12 ¥xi210—exi

Para ¢ = 2,39 temos entio

£ (c) = — 22,247 x 1,601 + 2992 x 0,1662 — 261,2 x 0,05496
= — 0,243786
. f (¢) ~ — 02438

Para conseguir um valor de ¢ mais aprox1mado calcule-
mos £’ (c) . (49) nos da -

£ (c) ——[— 22,247 Dxi 10—exi 4 299,2 5 xi2 10—exi—

, —L10)
— 261,12 Xxi310—exi

Portanto temos .

o) = | — 2224Tx 016624 299,2x -0,05496 —)(— 2,3) =
— 261,12 x 0,02297 = — 15,52

Seja ¢ = c¢c 4+ A c o valor que procuramos, tal que
f (¢) = O. Temos pela formula de TAYLOR

e

Ac - A
flc + A o) =f(e) + —1—— f' (c) + ———2’— 7 (¢) + .

Se A ¢ é pequeno-podemos desprezar sem. grande érro to-
dos os térmos do segundo membro a partir do terceiro. E fica

0 =f)+ Acf (¢,

£y -~ — 0244
ANe=——=— = — 0,016
£(c) — 15,522

Logo temos
¢=c+ A ¢=239— 0,016 = 2374

Agora calculamos, de maneira aniloga a que adotamos antes,
o valor de f (¢) para ¢ — 2,374. Achamos f (¢) = 0,010380 ~v
~ 0,0104. Vé-se que ésse valor ja é bem aproximado. Mas pa-
ra obter a aproximagdo ainda maior sem precisar calcular
P (¢) podemos proceder como se segue.



210 Anais da E. S. “Luiz de Queiroz”

Quando c¢ varia de 2,374 p&ra 2,39 £ (c) w}aria de 0,01038
para — 0,2438. Logo, se a variacido fosse exatamente propor-

cional teriamos:

025418 —— 0,016

. 0,01038 —— x
0,01038 x 0,016

*LxX = ~ 0,00065
0,25418

Logo um valor mais exato de c sera
¢ = 2,374 4 0,00065 — 2,37465 ~ 2,375

Para ¢ = 2,375 temos no nosso caso -
Z10—cxi~v1,6066, ¥ xi 10—exi~y 0,16811 ,
X xi2 10—exi~ 0,055756.

Isso nos da

f (¢) = — 0,001067 , .
o que mostra que se trata de uma aproximagdo j& muito boa.
Agora calculemos A e b.

| 459,2 1,6066
| 296,08 0,16811 |
A = ~ 92,8
[ 6 1,6066
| 33 0,16811
1 92,8 x 1,6066
b = log - - ~ 0,077
2,375- - - 6x92,8—4592

A equagdo de MITSCHERLICH seri portanto
'y = 92,8 [1 — 10—2,375 (x 4 0,077) ]
Com seﬁ auxilio obtivemos os valores calculados indica-

dos no quadro seguinte, onde figuram também os niimeros ob-
tidos por SARAIVA seguindo uw’a marcha diferente da nossa.
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X 0 02| 03| 05| 08| 15
y (Calculo nosso) 31,9 | 724 | 81,0 | 88,8 | 92,0 | 92,8
y (Calculo de Saraiva) | 29,9 | 72,3 | 81,3 | 89,4 | 92,7 | 93,5
y (Observado) : 30,0 | 72,7 | 80,5 | 89,6 | 94,3 | 92,1

Como se vé, em qualquer dos casos. os valores calculados
combinam bem com os observados. Entretanto o valor obser-
vado correspondente a x = 1,5 parece indicar que ja comegou
o efeito prejudicial do adubo, que ja foi atingida a zona de de-
pressao onde ndo € mais aplicavel a primeira aproximagio de
MITSCHERLICH. Isso nos levou a excluir ésse valor e a re-
calcular tudo. Obtivemos entao ¢ = 2,19, A = 95,3, b = 0,76.
A equacdo sera portanto '

y = 95,3 [1 — 10—2,19 (0,076 4+ x)] ,

equagao que nos deu os valores calculados apresentados no
quadro seguinte : '

x o | 02 03| 05 08
y (Nove calculo) 30,3 | 71,6 | 81,0 | 90,1 | 94,1
y (Observado) 30,0 | 72,7 | 80,5 | 89,6 | 94,3

5 — AINDA O METODO DOS MOMENTOS

A -equagdo (3,7 pode ser resolvida por outro processo,
frequentemente mais expedito e que nos permite tirar uma im-
portante coneluséo. teérica.

Uma vez conhecidas as doses crescentes de adubo x1,
x2,..., Xn e as produgdes correspondentes yl, y2, ..., yn, po-
demos substituir em (3,7) ésses valores nas duas primeiras co-
lunas, desenvolver o determinante em funcdo dos elementos
-da 3a. coluna e obter uma equagéo

(51) A X xi2. 10—exi B I xi.10—exi 4 C5 10—exi =0,
: anéloga a (4,2). :
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Suponhamos agora que todos os xi (i = 1, 2, ..., n) s@o
miltiplos de uma mesma quantidade q de adubo. Teremos en-
tdo xi — mi q. Logo sendo z — 10—cq temos 10——cxi — zmi, E
(5,1) nos da

52) (A2 + B x; -+ C) zm! - (Ax3 4
+Bx,+C)zm2 4 ... + (Ax2 4 Bx, + C) zmn = O.

Basta substituir x1, x2, ..., xn nesta equagdo para obter
uma equacdo algébrica em 2z que se resolvera pelos processos
numéricos de aproximacgdo pois, em geral, serd de grau eleva-
do. Como z = 10—eq, sb interessardo as raizes positivas de
(5,2). Mas 14 os coeficientes sdo todos valores de P (x) =
= Ax2 4 Bx +4 Cparax = x1, x2,..., xn. Sendo P (x) um tri-
nomio do 2°. grau ao darmos a x valores crescentes éle mudara
de sinal no méximo duas vézes. Logo (5,2) terd no maximo
duas raizes positivas pois, como se sabe, 0 nimero de raizes
positivas de uma equac¢do ndo pode exceder o nimero de va-
riacoes de-sinal de seus coeficientes, suposta a equacgdo devi-
damente ordenada, tal como acontece com a nossa. Mas é fa-
cil verificar que ¢ = O é sempre uma solucdo para -(3,7). Lo-
go z = 100 = 1 é sempre solugio de (5,2), solucdo que nio in-
teressa, porém, pois corresponde a ¢ = O. Logo (5,2) nos dara

no maximo uma raiz positiva z diferente de 1, com a qual cal-
cularemos o valor de c:

1
B log — .
_ — log z /
z =10—cq, .. c= =
q q
1
Como c deve ser positivo, devemos ter log > 0O,
1 z
logo —— > 1, e portanto O ¢z <1
. :

6 — UM MAU EXEMPLO DA LITERATURA

Para esclarecer melhor o que expuzemos no capitulo an-
terior e também para mostrar os perigos que podem advir da
aplicacdo indiscriminada da.teoria de MITSCHERLICH vere-
mos um exemplo fornecido por JORET (12, p. 180). Esse au-
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tor fez experiéncias de adubagdo de trigo com nitrogénio e
obteve os seguintes dados:

DADOS EM QUINTAIS-METRICOS POR HECTARE

Doses de nitrogénio (xi) .0 0,45/ 0,60 0,75

Producdo de trigo obtida (yi) | 39,4 | 47,4 | 51,2 | 554

A produgio da testemunha é média de 15 parcelas. As
demais sdo médias de vinte parcelas. Em todos os casos — diz
JORET — foi pequeno o érro experimental.

Com os dados de JORET obtivemos :

- Yyi=1934, Y xiyi = 93,600, ¥ xi%yi = 59,1930,
n=4 ¥ xi=18, 5 xi2= 11250

Fomos obrigados a usar as médias por éle apresentadas,
pois ndo dai os dados originais. Alias, seguindo a errdénea pra-
xe repetida em téda a bibliografia do assunto, JORET também
fez seus célculos tomando por base as médias que reproduzi-
mos acima.

De (3,7) obtemos entdo a equagéo

193,h L E 107¢X1

93,6 1,8 X, 107Cx! = 0
. P -CX

59,193 1,125 S %2 10 !

da qual resulta

-1,242 Zxo‘c"‘ + 19,185 in 107C%1 . 26.282;“2 1071 = o

-0,15 ¢

Seja agora q =0,15 e g = 10 e obtemos

- 1,252 (1 ¢+ £3 « 2+ 25) + 19,185 (0,45 23 + 0,6 % + 0,75 27) -
- 26,28 (0,2025 2> + 0,36 2 + 0,5625 2%) = 0 ,

ou 8inda

£(2)=~1,242+ 2,069 27 +» 0308 28 - 1,636 22 = 0.
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Sabemos que uma raiz é z= 1. A outra raiz positiva veri-
ficdmos ser, aproximadamente, z — 1,17. Ora, nés sabemos que

z deveria ser menor que 1. Isto indica logo uma anomalia. O
valor de c correspondente é

— log 1,17
c = = — 0,4546,
0,15

o que representa um absurdo, pois ¢ deve ser positivo. O va-
lor de A correspondente, calculado com auxilio de (3,8) é
25,92, o que também é evidentemente um absurdo, pois tal “pro-
dugdo maxima” é menor que qualquer das produgdes obtidas.

Note-se que, com auxilio do método mais simples discuti-
do por nés em trabalho anterior (2) obtivemos com os dados
de JORET ¢ = — 0,455 e A = 26,05, valores que concordam
muito bem com os obtidos pelo método dos momentos.

No entanto JORET determinou com ésses mesmos dados
valores de ¢ todos positivos e tendo como média 0,329.

Qual a marcha seguida por JORET ?

JORET considerou as equagoes

log (A—yl) =logA—c (x1 + D),
log (A—y2) =log A—=c (x2 4+ b),
log (A—y3) —=log A—c (x3 4 b),
log (A—y4) =log A—c (x4 4+ b),

em que os valores de x e y sao os que figuram no quadro vis-
to acima. Combinando trés a trés essas equagbes, JORET ob-
teve 4 sistemas distintos de trés equagbes a trés incdgnitas e
a partir de cada um deles determinou os valores de A, b, c, por
processo numérico que nao explica bem qual foi. Os valores
por éle obtidos por ésse método foram os seguintes: »

Com x1, x2, %3 62,5 1,08 0,409

Com x1, x2, x4 67,0 1,15 0,330
Com x1, x3, x4 72,7 1,06 . 0,319
Com x2, x3, x4 91,2 0,76 0,261

Em nosso trabalho anterior (2) discutimos detalhadamente
a resolugéo, por métodos algébricos, de sistemas de equacdes
como os utilizados por JORET. O método que 14 vimos exige
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que os valores de x estejam em progressio aritmética e por-
tanto s6 pode ser usado para o caso de tomarmos os dados re-
ferentes a x2, x3, x4. Obtemos entio :

log A — ¢ (0,45 + b)

log (A —y2) =
log (A — y3) = log A — ¢ (0,60 4 b)
log (A —y4) =1log A —c (075 + b) ,

e dai se obtém seguindo a marcha ja por nés examinada (2) :

Y5 — Yay2 (51,2)2 — 47,4 x 554

A =

If

= 113
2ys — (¥4 + ¥3) 2x 51,2 — (47,4 4 55,4)

O valor de ¢ é — 0,290.
Tais resultados sdo evidentemente absurdos. Alias, éles ja

se deviam esperar pois, como demonstramos antes (2) para
que se aplique a lei de MITSCHERLICH, devemos ter

4y3 — ¥, +y,) > O,
0 que ndo acontece nesse caso.

A importéncia das experiéncias de JORET estd no fato de
que DEMOLON (16, pp. 269-270) as tomou como fundamen-
tais nas suas consideragdes sobre o método de MITSCHER-
LICH. .

7 — A TECNICA DAS EXPERIENCIAS EM VASOS |

Tudo o que dissemos até aqui se aphca a experiéncias tan-
to em vasos como no campo. A experimentacdo em vasos apre-
senta, porém, certas particularidades que discutiremos agora.

Com, a execucéo do método de MITSCHERLICH em va-
sos podemos controlar a agdo de certos fatores cuja flutuagao
iria complicar o ensaio no campo. Assim é que consegulmos
homogeneizar o meio e regularizar o importante fator &gua;
trabalhando com um nimero certo de plantas por unidade de
area facilmente protegemo-las contra pragas, moléstias e in-
tempéries.

Apesar do art1f1c1al1smo relativo dessas condigBes tdo cui-
dadosamente reguladas, a experiéncia em vasos, segundo DE-
MOLON (16, pp. 102-103), representa, em vista do que ficou
escrito, um método auxiliar capaz de esclarecer o mecanismgq
de certos fendmenos, o modo de agdo de varios: fatores da pro-
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dugéo, o valor cultural comparado dos adubos, servindo as-
sim de guia 3 experimentacdo em pleno campo.

Nas experiéncias em questdo usam-se os chamados vasos
de MITSCHERLICH, cilindricos, feitos de ferro esmaltado,
brancos por fora e tendo 20cm de didmetro por 20cm de
profundidade; apresentam na base um orificio de drenagem
com 8 cm de didmetro, o qual é provido de uma calota meta-
lica que o cobre quando em uso; os vasos descansam sbbre co-
letores deslocaveis de 24 cm de didmetro por 7cm de pro-
fundidade, coletores ésses que recolhem as aguas de drenagem.
Para assegurar a posicdo ereta das plantas e protegé-las con-
tra o vento, usam-se suportes de arames grosso galvanizado,
mantidos verticalmente, gragas a trés aneis do mesmo mate-
rial. O anel inferior se adapta sbbre o vaso e os outros sdo um
pouco menores, de modo que os suportes podem ser colocados
uns dentro dos outros.

Cada vaso é cheio com um quilo de terra tirada de uma
profundidade de 0 a 20 cm; passa-se a terra por peneira de
1/4 de polegada de malha e mistura-se (ou ndo) com cinco
quilos de areia lavada : tal diluicdo é feita s6 para a terra dos
vasos onde se verificard a agdo do fésforo e do potassio e tem
por fim salientar a reagdo désses fertilizantes. Entretanto pa-
ra solos fracos a dilui¢do deve ser menor, como por exemplo,
de uma parte de terra para duas de areia (perfazendo seis
quilos) ou mesmo podera ser dispensada em se tratando de
solos de extrema pobreza.

O ensaio é feito com 4 repeticGes, usando-se ao todo 20 va-
S0s como segue :

a) Acdo do nitrogénio adubagdo
4 vasos com 6 quilos de solo PK (sem N)
4 vasos com 6 quilos de solo P K N (completo)

b) Acédo do fésforo e potassio
g 1kg. de terra

4 vasos com KN (sem P)
5 kg. de areia

4 vasos com PN (sem K)

5 kg. de areia

1 kg. de terra

P K N (completo)

§ 1 kg. de terra
4 vasos com g

5 kg. de areia
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Os diversos adubos sdo adicionados da seguinte maneira :

a) 1,1 g de N como NH4NO3 em 20cm3 de solugdo por vaso

b) 1,5 g de K20 como K2S0O4 em 50cm3 de solugdo por vaso

c) 1,0g de P205 como Ca (H2PO4) 2. H20 em 50cm3 de solu-
¢ao por vaso :

d) 0,5g de NaCl + 0,5g de MgSO4 em 5cm3 de solugdo por
vaso

e) 1,5 g de CaCO3 por vaso.

O CaCO3, que é o unico adubo adicionado em estado séli-
do incorpora-se a todos os vasos; MITSCHERLICH néo o .usa-
va, embora o recomendasse, porque a agua de canalizagdo do
Instituto Agrondmico de Konigsberg é rica de cal. O NaCl é
adicionado a todos os vasos; tem por fim facilitar o aproveita-
mento do K20, que de outro modo atuaria dificientemente. O
MgS04, também incorporado a todos os vasos, tem o objetivo
de garantir culturas convenientes. '

A mistura da terra com os adubos faz-se em bacias. esmal-
tadas.

A adigdo do CaCO3 é feita em primeiro lugar. A seguir
juntam-se as solugbes apropriadas com auxilio duma pipeta,
cujo jato é dirigido de modo a tornar a distribui¢gdo o mais uni-
forme possivel. Entdo mistura-se tudo muito bem e transfere-
se o solo adubado para o vaso respectivo, através de um gran-
de funil de ferro esmaltado.

Comprime-se com as mios a primeira camada (5cm mais
ou menos) de solo posta no vaso; o restante podera ficar mais
sdlto. Arranjam-se os vasos de tal modo que aqueles igual-
mente adubados ndo permanecam adjacentes e muda-se a si-
tuacido das diversas séries durante a experiéncia de modo a
eliminar efeitos de sombra. .

As sementes de aveia (Avena sativa L.) — que é a plan-
ta-reativo (—) escolhida por MITSCHERLICH — deverao ter
sido anteriormente desinfetadas com Uspulam ou outro fungi-
cida apropriado. Usa-se uma tdbua de pequena espessura e
provida de cinco filas de orificios de 0,5cmm de diametro e
equidistantes para praticar no solo previamente umidecido 25
covetas de 0,5cm de didmetro por 1,5cm de profundidade
e afastadas entre si 3cm. Cada buraco recebe duas semen-
tes com o embrido voltado para baixo e a seguir é fechado cui-

(—) Para paises tropicais MITSCHERLICH recomenda, em lugar de
aveia, arroz (Oriza sativa L.) ou sérgo (Andropogon sorghum)
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dadosamente. Enquanto os “seedlings” ndo emergem, umide-
ce-se a terra ligeiramente uma ou duas vézes por dia, manten-
do-se os vasos cobertos com esteiras de f6lhas (13, pag. 8) ou
com os coletores (18).

O desbaste é feito 14 dias apés a semeadura, deixando-se
35 plantas por vaso.

Verificada a germinacdo, regula-se o fator 4gua como se-
gue: na primeira semana os vasos deverao conservar 50% do
poder de embebicdo da mistura terra mais areia, o que se con-
segue mediante pesagem diiria e restituicio de agua evapora-
da; na 2a. semana, 80%, na 3a. 95%, na 4a. semana e seguintes,
junta-se agua até completa embebigdo, isto é, até comecar a
gotejar no coletor; esta agua assim recolhida, devera ser res-
tituida ao vaso respectivo no dia seguinte fazendo-se depois a
irrigacdo p. d. Aproximando-se a maturagdo diminui-se a quan-
tidade de agua, suspendendo-se totalmente as regas logo que
os graos deixem de “dar leite” (13, pag. 8) (8 dias antes da
colheita, aproximadamente).

A colheita é feita como no método de HELLRIEGEL : cor-
tam-se, com tesoura, as hastes ao nivel do colo. Palha e gridos
depois de sécos ao ar sdo pesados separadamente. Somando-se
0 péso da palha e o dos grdos sécos tem-se a colheita total.

8 — A INTERPRETACAO DOS RESULTADOS

A colheita média obtida nos vasos que receberam N P K
representa o maximo que se pode obter mediante adicdo dés-
ses trés elementos nas condicées do ensaio. As colheitas mé-
dias com tratamentos sem N, sem P205 e sem K20 sdo calcu-
lados como percentagens da colheita méixima. Como exemplo
usaremos os seguintes dados colhidos numa experiéncia de
MELLO MORAES e COURY (1, pp. 450-451) :

Tratamento Vasos cheios com Colheita média 9% do maximo
_ (grios)
NPK terra e areia 66,75 g 100
N K terra e areia 5,730 g 8,583
N P terra e areia 42375 g 63,393
NPK terra 72,165 g 100

P K "~ terra 9,962 g 13,800



Aspectos matematicos e estatisticos 219

Para o fosforo tem-se ¢ — 0,60 e para o potéssio em pre-
senga de sédio, ¢ = 0,93. Consultando a tabela transcrita em
nosso trabalho anterior (2) e interpolando, verificamos que a
quantidade de P205 que possibilita uma colheita igual a 8,583%
da colheita maxima é 0,06486 quintais por hectare; para o K20
achamos 0,46991 quintais por hectare. Com auxilio da tabela
dada por DEMOLON (16, p. 277) e interpolando, verificamos
que a quantidade de N correspondente a 13,8% ¢ de 0,52916 quin-
tais por hectare. Como na experiéncia a terra foi diluida a 1/6
e considerando que, segundo MITSCHERLICH, a planta ex-
trai metade dos elementos nutritivos dos 20cm superficiais
e outra metade dos 20cm logo abaixo, segue-se que as quan-
tidades de elementos fertilizantes realmente existentes na ter-
ra do ensaio sdo: )

6 x 2 x 0,06486 = 0,778 quintais de P205/ha
6 x 2 x 046991 = 5,638 quintais de K20/ha
2 x 0,52916 = 1,058 quintais de N/ha

Voltando as tabelas verificamos que os 0,778 quintais de
P205 por hectare garantem 655% da colheita maxima. A
quantidade de K20 é tdo grande que nido figura na tabela e,
por conseguinte, facultara 100% do maximo. Finalmente, 1,058
quintais de N/ha asseguram 25,718% do maximo de producio
possivel. Em conclusio : o terreno analisado necessita de uma
adubacio fosfatada de 2,20 — 0,778 = 1,422 quintais de P205 por
ha (—) dispensando adubacdo potassica. A necessidade de a-
dubos nitrogenados é evidente: entretanto nio trataremos
déste ponto devido as contraindicacdes existentes a respeito da
aplicacio do método de MITSCHERLICH para o nitrogénio
(10). . '

9 — COMENTARIOS SOBRE AS EXPERIENCIAS EM VASOS

Uma das exigéncias que nem sempre se compreendem bem na
técnica de experiéncias em vasos aconselhada por MITSCHER-

(—) 2,20 Qt de P205 por ha facultam 95,2% da colheita méxima;
admite-se ésse rendimento como muito vantajoso econdmicamen-
te nio sendo interessante a incorporacio de quantidades majo-
res de P205 pois os acréscimos nas colheitas seriam muito pe-
quenos (“law of the diminishing returns”).
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LICH é a diluicdo da terra em estudo com areia. Procuremos
demonstrar objetivamente a vantagem e até a necessidade des-
sa pratica.

Admitida a funcdo de MITSCHERLICH

9,1) y = A [1 — 10— (x + b)],

num vaso sem o adubo em questdo temos x = O e nos vasos
adubados x = x1.
Obtemos assim ke
yo = A [1 — 10—cb]
yl = A [1 — 10— (x1 + b)]

Logo temos
9,2) d = yl — yo = A. 10—bc [1 — 10—cx1].

E’ preciso, porém, considerar o seguinte :

1 — A equagdo (9,1) s6 se aplica bem para doses nio muito
grandes de fertilizantes, isto é, para valores de b e x relativa-
mente pequenos. Se o solo for muito rico, a funcio interpolado-
ra sera pouco apropriada e podera, portanto, conduzir a resul-
tados erréneos.
2 .— A diferenca yl — yo diminui & medida que cresce b, ten-
dendo para zero quando b 3 o . Logo, para solos relati-
vamente ricos essa diferenca, que seria pequena, pode facilmen-
te anular-se, e até tornar-se negativa devido a variagdo ineren-
te a todo trabalho experimental.

. Diluindo-se a terra com areia, na proporgdo de uma parte

b

de terra para 6 de mistura, o valor de b passa a ser —— e por-
tanto vamos ter 6

- %’3
WYY, =A L0 1 - 107%%)

Ve-se logo que

E) be . 5 be
=L a0 ‘ 6

d ’ ood1=10 d .
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Logo, se tivermos, como na experiéncia que vimos atras,
b = 5,638 quintais de. K20 e se tomarmos ¢ = 0,93, como faz
MITSCHERLICH, teremos

5
—— . 5,638.0,93

a=10 9% d — 23413 d,

isto é, a nova diferenga multiplicada por 23413! E como utili-
zaremos um meio mais pobre, a fungdo de MITSCHERLICH nos
dara uma interpolagdo mais precisa, mais digna de confianca.

Quanto a quantidade 6tima de fertilizante, MITSCHER-
LICH admitia que seria tal que proporcionasse uma colheita
igual a 95%+de A. Essa porcentagem €, porém, evidentemente
arbitraria e deve variar com o preco da colheita obtida. Em
trabalho anterior (2) os autores propuzeram que a quantidade
x ideal de fertilizante a ser acrescentado ao solo fosse dada pe-
la equagéio ’

ft log e
log ————— =1logA—c (x+Db),
sc

onde, além das letras usuais, temos t indicando o pre¢o de um
quintal-métrico de fertilizante, s representando o custo de
igual quantidade da produgdo obtida e f, que é uma constante
que terd um valor maior que um a ser determinado experi-
mentalmente.

10 — CONCLUSOES

I — A interpolacdo com a lei de MITSCHERLICH
y =A [l —10— (x + b)]

pode ser feita pela teoria dos quadrados minimos, mas é conse-
guida com maior facilidade pelo método dos momentos.

II — Ao fazer a interpolagéo é preciso que o operador se asse-
gure da possibilidade da aplicagao criteriosa da lei de MITS-
CHERLICH ao caso em estudo.
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III — Os métodos aproximados de interpolagdo, principal-
mente se utilizados sem devidos cuidados, podem conduzir a
resultados absolutamente ilusérios.

IV — Entre os métodos de uso condenavel incluimos o que se
utiliza da equagio

A

z = log —c (x+b),

A—y

calculando z com um valor mais ou menos arbitrario dado a A
e obtendo a seguir ¢ e b pelos métodos usuais de correlagio.
Tal método supde implicitamente a possibilidade de uma es-
timativa prévia de A, possibilidade que s6 existe mos casos em
que a lei de MITSCHERLICH se aplica com precisdao. O exem-
plo de JORET nos mostra claramente que isso nem sempre se
da e que a escolha mais ou menos arbitraria de uma estima-
tiva para A pode conduzr a resultados inteiramente ilusérios.
Com efeito no referido exemplo o operador seria conduzido a
tomar para A um valor préximo da produgio méxima obtida
(55,4) e aplicaria inocentemente a lei de MITSCHERLICH a
ésse caso em que ela ndo é aplicavel. O calculo algébrico, po-
rém, pelos métodos por nés indicados nos mostra imediata-
mente a impropriedade do uso da lei nesse caso.

V — A diluigdo da terra com areia é aconselhavel nas expe-
riéncias em vasos, afim de permitir a aplicagdo segura da lei
de MITSCHERLICH.

Nas experiéncias de campo, onde isso ndo é possivel, a a-
plicagcdo dessa lei pode ser, portanto, indevida. Nelas sera im-
prescindivel a verificagdo, pelo método dos momentos ou pelo
método dos quadrados minimos, de que é licita a aplicagdo da
lei de MITSCHERLICH. Quanto mais rico fo6r o solo, mais sus-
peita serd a sua aplicagio a experiéncia de campo.

VI — O exemplo de JORET nos mostra a necessidade de
uma critica judiciosa de téda a bibliografia sbébre o assunto, bi-
bliografia essa quase.téda fundada em métodos grosseiros de
interpolagdo, em calculos apenas baseados em médias, em da-
dos cuja interpretacdo estatistica é falha ou ausente.

VII — O método de MITSCHERLICH seri de valor, sem
diuvida, como método auxiliar no estudo da necessidade de a-
dubacio dos nossos solos. Para aplica-lo com critério entre nés
torna-se necessario, porém, estabelecer uma sélida base ex-
perimental para sua utilizagao.
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11 — ABSTRACT

This paper deals with some mathematical and statistical
problems related to MITSCHERLICH's theory of plant growth.

When an experiment is made data are collected which
give the amount (xi) of fertilizer used and the corresponding
yleld (yi) of the crop. What is required is to get a function y =
= f (x) that interpolates the data ebtained. That function
must :

1 — Fit reasonably well any similar experiment with any
cultivated plant.

2 — Have only a few parameters easy to compute with the
experimental data.

RIPPEL and MEYER (3) tried to use FOURIER series and
also the series of LEGENDRE polynomials as interpolation
functions. FROHLICH (7) and PFEIFFER (8) tried poly-
nomials. But all such functions are arbitrary. It is only with
theoretical considerations that such arbitrariness may be
avoided. That is why MITSCHERLICH’s formula is general-
ly thought to be much better than other interpolation fun-
ctions. MITSCHERLICH started from the differential equa-
tion o

dy

(10.1) —k (A—1Y),

dx

where k and A are positive constants, x is the amount of fer-
tilizer used and y is the yield produced. The solution of that
equation, obtained by integration, is

(10.2) y =A[l—10— (»x + b)]

where A is the maximum producion obtainable with the ferti-
lizer in study, ¢ = k. log e, where e is the basis of the NAPIE-
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RIAN system of logarithms, and b is the amount of fertilizer
available in the soil. So MITSCHERLICH’s interpolation fun-
ction depends only on three parameters. Besides that it was
shown by numerous experiments that that function fits very
well any data obtained with any cultivated plant except when
excessively. large amounts of fertilizers are used. For the last
case MITSCHERLICH got a second aproach.formula

(103) y = A[1 — 10— (x 4+ b)] 10—sx2,
where we have a fourth parameter s called “factor of injury”.

The corresponding differential equation is-

log e dy . 10—c (x 4- b)
. =c : — 2s%.
y dx 1 — 10— (x + b)

We must note here that RUSSEL (10 P 140) says that
the correspondmg differencial equation is - -

1 dy A—y
. L : - R }:c — 2 sX.
- _ y dx y

It is easy to see that this is not right and, by reading one
of MITSCHERLICH’s articles (11, p. 276), to discover that the
source of error was a careless study of that article.

The authers showed in. another paper (2) a good me-
thod for fitting MITSCHERLICH’s first approach formula, a
method based on the differential equation

dy
dx -

=k (A—y)

and already used w1th a few mmor changes, by HANKINS
7).

In this paper the authors dlscuss the fitting of MITSCHER-
LICH’s firtst approach formula with the aid of the method. of
least squares and PEARSON’s method of moments. By the
“firtst method we get the equations
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Generally this equation in ¢ can be solved only by me-
thods of numerical approximation. When ¢ is obtained it is
easy to compute A and b with the aid of equations (10.4).

With the use of the method of moments we obtain the equa-
tions B )

Z:. Y = ™ - aapbe Z 105%1

(10.6) Z Xy, A Z xg - A0 37k 107Xt
Z xizy, = A § xi2 -~ a.10°bc lez 107C%1

from which we get ,
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Equation (10.7) is much simpler than (10.5). From it we
compute c. The authors prove that besides ¢ = 0 there is only
one other real value of ¢ satisfying (10.7). When this value is
obtained it is easy to compute

Zyg Z 16‘cxi

N D% 107
s - > 107
Z":» Dy 107

{ A Z 107¢*i

b = —— log -
‘ nA - DYy

The authors show that the so-called “method of least
squares” as applied to the interpolation of MITSCHERLICH's
first approach formula is not the true method of least squa-
res. It is probable that the authors’ is the first exposition of
the true method of least squares applied to the interpolation
of MITSCHERLICH’s function.

Afterwards the authors criticize JORET’s (15) interpreta-
tion of experimental data obtained by him in France. They
show by several methods of computation that MITSCHER-
LICH’s function cannot be applied to JORET’s data.. The me-
thod of moments applied to them gives ¢ = — 0,4546, that is,
a negative value, and A = 25,92, that is a “maximum produ-
ction” less than any observed yield. The authors could not ex-
plain how JORET, with his data, could obtain-a positive mean
value 0,329 for ¢ because JORET only says: that his computa-
tions were made by numerical methods of approximation. JO-
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RET’s mistakes are important because DEMOLON . (16) tock
his experiments and computations as fundamental ones in his
discussion on MITSCHERLICH’s theory.

The authors discuss too the MITSCHERLICH’s pot exp&
riment method, showing how data thus obtained are interpre-
ted. They criticize MITSCHERLICH’s rule of using as opti-
mum of fertilizer the amount sufficient to produce a yield
equal to 95% of A. Of course the optimum amount of fertilizer
for a given soil and crop must change with the price of manu-
res and the price of the yield produced. They remember that
in another paper (2) they presented a formula for computing
the optimum amount x of fertilizer to be used. That formula is

ft. 0.4343
log — ———— =1log A —c (x + b),
S C

where t is the price of one hundred kilograms of fertilizer, s
is the price of an equal amount of the crop yield and f is a
constant greater than one to be experimentally fixed.
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