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1 — O PROBLEMA A RESOLVER

A comparagio entre médias na analise da variancia € um
problema ji bem velho, mas que até recentemente ndo tinha
nenhuma solucdo satisfatéria. Com efeito, o uso do teste t nao
se justifica neste caso, a ndo ser para fazer algumas compara-
¢oes escolhidas préviamente, antes de examinar os dados do ex-
perimento, ou entdo quando éste encerra apenas dois tratamen-
tos. FISHER (1, p. 58) prop6s uma solucdo baseada no teste t,
mas esta solugdo ndo é exata, pois se trata apenas de um método
empirico bastante grosseiro. BRIEGER (9, pp. 490-491) intro-
duziu também um método, igualmente baseado no teste t e em-
pirico, embora bastante razoavel. DUNCAN (2 e 3) e TUKEY (4)
estudaram posteriormente o assunto em trabalhos de grande in-
terésse. Mas foi s6 em 1952 que SCHEFFE (5) e TUKEY (6)
lancaram as bases de dois métodos, ambos exatos, que serdo de
grande utilidade na andlise estatistica.

Neste artigo explicaremos como usar os novos processos de
Scheffé e Tukey.

2 — O METODO DE SCHEFFE

Suponhamos um experimento com k tratamentos e r repe-
ticdes, no qual obtivemos uma estimativa s para o érro residual
com n graus de liberdade. Entéo o intervalo de confianca (“con-
fidence interval”) para um contraste

Y =clyl +¢c2y2+ ... +ck yk

entre as médias de tratamentos, com probabilidade « , € da-
do por

~ ~ _ S A
(2,1) clyl +c2yl + .. 4-ck yk + s V (k ?ﬂc,'—’—{—c}—l—...—}— ck?)

onde F é o valor de F da tabua, para a probabilidade « (ge-
ralmente 5% ou 1%) com graus de liberdade k —1 e n, e onde
se exige
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cl +¢2 ... +ck = 0.

Se se preferir usar ¢ = |/ F em lugar de F, a férmula (2,1)
se transformara em

(2,2) clyl 4c2y2 4.} ckyk + s l/li;—l (cy?+ c2+ ...+ ck?)

No caso da comparagio de duas médias yi e yj temos

@3 yi—gizs V _?._(_lfr;_.l)__F

ou

P
24) Vi—Fizs o V@

pois entao

¢ + ¢+ . + ck?= 2.

Por exemplo, para k — 8 tratamentos, r = 6 repetigdes,
a = 5%,s = 1,2, com 35 graus de liberdade, achamos % — 1,51,
logo

2.7

yi—yj =72 x 1,51 5

isto é,
yi — yj = 16,6.

Suponhamos que yi = 184,5 e yj = 161,3 sdo duas médias
quaisquer obtidas (podem ser a maior e a menor, por exemplo).
Temos 184,5 — 161,3 = 23,2 e o intervalo de confianca sera da-
do por 23,2 = 16,6, isto é, tera extremos 6,6 e 39,8, logo temos
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95% de probabilidade de que a verdadeira diferenca entre es-
sas médias esteja entre 6,6 e 39,8.

Téda diferenca entre duas médias maior que 16,6 sera sig-
nificativa ao nivel de 5%.

No experimento que estamos discutindo as médias foram,
em ordem decrescente, as seguintes :

184,5
182,2
1778
176,3
172,0
165,5
162,3
161,3

Vemos, pois, que a maior média (184,5) difere significati-
vamente das trés menores (165,5; 162,3 e 161,3). O mesmo acon-
tece com a segunda média da tabela acima (182,2). Ja a tercei-
ra (177,8) difere significativamente apenas das duas menores
(162,3 e 161,3).

Suponhamos, agora, que queremos comparar a maior mé-

dia com a média de todos os outros tratamentos. Consideramos
a funcéo linear

_ I 1 1
Y=y1——y2——y3 ... —-—-y8
7 7 7
— 1 — .
=y1-——7— (y2 +y3 ... 4+ y8)

A estimativa do contraste Y é, no caso em questao,

Y

1
1845 — —— (182,2 + 1778 + ... + 161,3)
7

= 134
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E, de acordo com (2,2), ¢ intervalo de confianga sera dado
por

13,4 = 72 X 1,51 V-(1+ ><

ou
13,4 = 12)5.

Temos, pois, uma probabilidade de 95% de que o verdadei-
ro valor da diferenga esteja entre 13,4 — 125 = 0,9 e 13,4 +
+ 12,5 = 25,9. Como a diferenca obtida (13,4) é maior do que
12,5, ela é significativa ao nivel de 5% de probabilidade.

Qualquer outra comparagio que interesse podera ser estu-
dada do mesmo modo. Por exemplo, poderemos comparar os
quatro tratamentos de maior média com os outros quatro. Te-
mos

1 1
Y= e vit+votys+y) — e (vs+ yo + y2 -+ vo) = 149,

O intervalo de confianga é dado por

149 = 72 % 151 1/7(4 \16 +a is)

ou
149 = 83.

A verdadeira diferenca estar, pois, entre 14,9 — 8,3 == 6,6
e 149 4 83 = 23,2 com 95% de probabilidade. Qualquer dlfe-
renca semelhante ca]cu]ada (diferenca entre as médias de qua-
tro dos tratamentos e a média dos quatro restantes) ¢é signifi-
cativa ao nivel de 5% se exceder 8,3. No caso vertente a diferen-
¢a foi 14,9 > 8,3 e é, pois, 51gn1f1cat1va
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3 — O METODO DE TUKEY

Este método se baseia na amplitude total “estudentizada”
(“studentized range”) e se aplica de preferéncia ao caso da
comparacdo de duas médias, escolhidas entre as k médias de
tratamentos, todos com o mesmo numero de repeticdes. Supo-
nhamos, pois, que temos ainda k tratamentos e r repeticées, e
uma estimativa s para o érro residual, com n graus de liberda-
de. Entdo o intervalo de confianga para uma diferenca yi — yj
entre duas médias de tratamentos é dada por

onde g é valor da amplitude total “estudentizada” para o nivel
« de probabilidade (geralmente 5% ou 1%), para o caso de k
tratamentos e n graus de liberdade para a estimativa do érro.
Tabuas de g podem ser encontradas em DIXON e MASSEY
(7). Ai, porém, aparecem incorregées, que foram corrigidas por
MAY (8). As incorregdes sdo de pouca monta na tabua referen-
tea a — 5%, mas sdo bem ponderéiveis no caso de « = 1%.

Suponhamos s = 7,2, k = 8 tratamentos, r = 6 repeticées,
@« = 5%, como anteriormente, e teremos :

7,2
456 = yi — yj = 13,4

yi—yj = ——
V6

Para yl = 184,5, yj = 161,3, temos 184,5 — 161,3 = 232 e
o intervalo de confianca tera os extremos 232 — 13,4 = 98 e
23,2 4+ 13,4 = 36,6. Note-se que éste intervalo é menor do que
obtido pelo método de Scheffé. Isto se deve a térmos, no caso
do método de Tukey, uma hipdtese menos geral. Para a compa-
ragdo de médias duas a duas o processo de Tukey, baseado na
amplitude total “estudentizada”, é, pois, preferivel. Mas o mé-
todo de Scheffé, aplicivel sempre que caiba o teste F, é de uso
muito mais generalizado.
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Se as médias sdo as mesmas do capitulo anterior, vemos pe-
lo método de Tukey que a mais elevada (184,5) diferira signi-
ficativamente, ao nivel de 5%, de tédas cs médias que forem in-
feriores a 184,5 — 13,4 = 171,1. Difere significativamente, pois,
como antes, de 165,5; 162,3 e 161,3. O verdadeiro valor da dife-
renca 184,5 — 165,5 = 19,0 estara, portanto, com 95% de proba-
bilidade, entre 19,0 — 13,4 = 5,6 e 19,0 + 13,4 = 32,4.

4 — PROPRIEDADES DOS NOVOS TESTES

Tanto o teste de Tukey como o de Scheffé s6 devem ser
postcs em pratica quando o valer de F (ou de /) obtido na
analise da variancia for significativo, pois, se isto nédo se der,
nenhuma das diferengas entre médias podera ser significativa.
A reciproca, porém, nio é verdadeira, isto é, o fato de o F (ou
¥ ) da andlise da variancia ser significativo ndo exige que ha-
ja duas médias diferindo significativamente, mas sim que haja
um contraste entre as médias de tratamentos que seja signifi-
cativo. Este contraste podera ser de natureza bastante comple-
xa e talvez sem nenhum interésse pratico.

Suponhamos, por exemplo, um experimento com k = 3
tratamentcs, r = 5 repetigdes, s2 = 1,70, com 12 graus de liber-
dade. Sejam 10, 8 e 8 as médias dos trés tratamentos. A andlise
da variancia é, entdo, a que damos abaixo

. Soma dos I Quadrado
Causa de variaciao G. L. ‘ Q\f: d': dns | médio 7}
Tratamentos 2 I 13,3 ! 6,65 1,98 *
Residuo 12 204 L70 .
Total | 14 | 837 | — | —

Para julgar a diferenca entre duas médias o método de
Scheffé nos da entio o valor

373 4
s ¥ = 1,304 X 1,97 — e == 2,30,

5 5
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e, no caso do método de Tukey,
1,304
V5

ambas ao nivel de 5% de probabilidade.

3,717 = 2,20,

Como a maior diferencga entre as médias é igual a 2, néo po-
de ser significativa. No entanto a funcao linear.

2 1 1 2yl — y2 — y3
Y=—yl— y2 3 =- -

— y
V3 V'3 V'3 V'3

que é um contraste, pois a soma dos coeficientes é nula, nos da

4 1 1
¢? + ¢ + ¢ = + + =2,
3 3 3

e, pois, o intervalo de confianga pelo método de Scheffé sera
Y = 2,30.
E como os valores observados nos dao
2410 —8 — 8
Y = = 2,31,

)

vemos que a diferenca entre a maior média e as outras duas é
significativa ao nivel de 5%, o que justifica o resultado obtido
na analise da varidncia.

Um caso semelhante a éste ocorreu com um experimento de
adubacao de cana com adubos verdes realizado pela Usina Mon-
te Alegre, em Piracicaba. O experimento, em quadrado latino
de 6 x 6, teve a seguinte analise da varidncia.
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Causa de variagio G. L. Soma dos Quadrado 3
quadrados médio
Tratamentos 5 37.969 ‘1.594 1,72 *
Linhas 5 52.972 10.594 2,04 **
Colunas 5 41.183 4.237 1,80 *
Residuo 20 50.976 2.549 —_
Total 35 183.100 — —
As médias dos tratamentos foram :
Grupo I : Crotalaria 520,5
g Testemunha 475,2
Grupo II Guandu 473,7
' Mucuna 470,0
s Ervilha 427,2
Grupo III
| Lupino 4248

Para julgar a diferenca entre duas dessas médias o método

de Tukey nos da, ao nivel de 5%, o valor

/ 72549
l % 4.45 = 91,73.
6

Como a diferenca entre a maior média e as duas menores
excede éste numero, conclui-se que a crotalaria é significativa-

mente superior a ervilha e ao lupino, ao nivel de 5%.

Se usarmos, porém, o método de Scheffé, teremos

e 5 (2
Y 2549 x 1,64 V — = 106,90.
6
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Logo, por éste critério, nenhuma das diferengas entre mé-
dias seria significativa. Podemas, porém, grupar os tratamentos
em trés grupos, I, II e III, conforme indicado acima. Entdo a
comparagio entre os grupos I e III seria dada pela fungéo

_ T 4272 + 4248
yl — — (y5 + y6) = 520,56 — ——— = 945,
2 2

para a qual o método de Scheffé nos da

V 2549 1,64 l/ —[1 4o— 4 ] = 817,28.
6 4 4

O grupo I é, pois, significativamente superior ao grupo III,
ao nivel de 5%. Ja os grupos I e II ndo diferem significativa-
mente entre si, como o leitor podera verificar.

E’ interessante salientar que os grupos II e III diferem si-
gnificativamente, ao nivel de 5% de probabilidade, se utilizar-
mos o teste t. Mas éste teste ndo é valido numa comparagio
como esta, e o teste exato de Scheffé mostra que a diferenca
entre as médias désses dois grupos, igual a 47,0 e corresponden-
te ao contraste

1 1
- (2 + y3 + y4) — — (¥5 + y6).
2

s6 seria significativa ao nivel de 5% se excedesse o valor

e "5 | 1
V 2549 1,64 l/—(3 K -——42K --) = 69,0.
6 9 4

No caso de ndo ser 0 mesmo o numero de repeticdes para
todos os tratamentos, as férmulas (2,1) e (2,2) devem ser modi-
ficadas. Com efeito, se o primeiro tratamento tem rl repeticdes,
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o segundo, r2 repeticdes, e assim por diante, as novas férmulas
serao:

_ _ _ o 2 ¢t ck?
4,1) cl yl4c2y2+..4ckyk+s V (k-1 F (— +} 44—
rl r2 rk
ou
) ) ) /_,___. S R
(4,2) cl yl4c2y2+..4ckyk+s "I' k-1) (——{ . +—)
rl r2 rk

Convém assinalar também que no caso de as médias de tra-
tamentos serem correlacionadas, o método de Tukey conduz a
uma férmula um pouco diferente da que vimos acima. Com
efeito, sendo g o coeficiente de correlagio entre dois trata-
mentos quaisquer, sempre o mesmo para qualquer par conside-
rado, entdo o intervalo de confianga é dado por

r

- - sq
yi—yi= ) 1 —e.

r

Tal é o caso, por exemplo, quando se tem um experimento
em blocos incompletos equilibrados.
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Tabua dos Valores da A

mplitude Total Estudentizada, ao Nivel de 5% de Probabilidade, computada por Joyce M. MAY (3).
(k = n°. de tratamentos; n = n°. de graus de liberdade do érro residual)

—~—_k; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 | 13 | 4 | 15 16 17 18 19 20
1 18,0 26,7 32,8 37,2 40,5 43,1 45,4 473 49,1 50,6 51,9 53,2 54,3 55,4 56,3 57,2 58,0 58,8 59,6
2 6,09 8,28 9,80 10,89 11,73 12,43 13,03 13,54 13,99 14,39 14,75 15,08 15,38 15,65 15,91 16,14 16,36 16,57 16,77
3 4,50 5,88 6,83 7,51 8,04 8,47 8,85 9,18 9,46 9,72 9,95 10,16 10,35 10,52 10,69 10,84 10,98 11,12 11,24
4 3,93 5,00 5,76 6,31 6,73 7,06 1,35 7,60 7,83 8,03 8,21 8,37 8,52 8,67 8,80 8,92 9,03 9,14 9,24
5 3,61 4,54 5,18 5,64 5,99 6,28 6,52 6,74 6,93 7,10 7,25 7,39 7,52 7,64 7,75 7,86 7,95 8,04 8,13
6 3,46 434 490 5,31 5,63 5,89 6,12 6,32 6,49 6,65 6,79 6,92 £ 7,04 7,14 7,24 7,34 7,43 751 7,59
i 3,34 4,16 4,68 5,06 5,35 5,59 5,80 5,99 6,15 6,29 6,42 6,54 6,65 6,75 6,84 6,93 7,01 7,08 7,16
8 3,26 4,04 4,53 4,89 5,17 5,40 5,60 577 5,92 6,05 6,18 6,29 6,39 6,48 6,57 6,65 6,73 6,80 6,87
g 3,20 3,95 4,42 4,76 5,02 5,24 5,43 5,60 5,74 5,87 5,98 6,09 6,19 6.28 6,36 6,44 £,61 6,58 6,65

10 3,15 3,88 433 4,66 491 5,12 5,30 5,46 5,60 5,72 5,83 5,93 6,03 6,12 6,20 6,27 6,34 6,41 6,47
11 3,11 3,82 4,26 458 4,82 5,03 5,20 5,35 5,49 5,61 5,1 5,81 5,90 5,98 6,06 6,14 6,20 6,27 6,33
12 3,08 3,7 4,20 451 4,75 495 5,12 5,27 5,40 5,51 5,61 5,71 5,80 5,88 5,95 6,02 6,09 6,15 6,21
13 3,06 3,73 4,15 446 4,69 4,88 5,05 5,19 5,32 5,43 5,53 5,63 5,11 5,79 5,86 593 6,00 6,06 6,11
14 3,03 3,70 411 441 4,64 4,83 4,99 5,13 5,25 5,36 5,46 5,56 5,64 5,72 5,79 5,86 5,92 5,98 6,03
15 3,01 3,67 4,08 4,37 459 4,78 4,94 5,08 5,20 5,31 5,40 5,49 5,57 5,65 5,72 5.79 5,85 5,91 5,96
16 3,00 3,65 4,05 434 4,56 474 4,90 5,03 5,15 5,26 5,35 5,44 5,52 5,59 5,66 5,73 5,79 5,84 5,90
17 2,98 3,62 4,02 431 452 4,70 4,86 4,99 5,11 5,21 5,31 5,39 5,47 5,55 5,61 5,68 5,74 5,79 5,34
18 2,97 3,61 4,00 4,28 449 4,67 4383 4,96 5,07 5,17 5,27 5,35 5,43 5,50 5,57 5.63 5,69 5,74 5,79
19 2,96 3,59 | 3,98 4,26 447 4,64 4,79 4,92 5,04 5,14 5,23 5,32 5,39 5,46 5,53 5,59 5,65 5,70 5,75
20 2,95 3,58 | 3,96 424 4,45 4,62 4,77 4,90 5,01 5,11 5,20 5,28 5,36 5,43 5,50 5,56 5,61 5,66 571
24 2,92 3,53 3,90 4,17 437 454 4,68 4381 4,92 5,01 5,10 5,18 5,25 5,32 538 £.44 5,50 5,55 5,59
30 2,89 3,48 3,84 411 430 446 4,60 4,72 483 4,92 5,00 5,08 5,15 5,21 5,27 §,33 5,38 5,43 5,48
40 2,86 3,44 3,79 404 4,23 439 4,52 463 4,74 4,82 4,90 498 5,05 5,11 5,17 5,22 5,27 5,32 5,3R
60 2,83 3,40 3,74 3,98 416 431 444 455 4,65 4,73 4381 4,88 494 5,00 5,06 511 5,15 5,20 5,24
120 2,80 3,36 3,69 3,92 4,10 4,24 436 447 4,56 4,64 471 4,78 484 490 495 £,00 5,04 5,09 5,13
oo 2,7 3,32 3,63 3,86 403 417 4,29 4,39 447 455 4,62 4,68 474 4,80 4,84 4,89 4,93 4,97 5,01




Tibua dos Valores da Amplitude Total Estudentizada, ao Nivel de 1¢¢ de Probabilidade, computada por Joyce M. MAY (8).

(k = n° de tratamentos; n = n°. de graus de liberdade do érro residual)

—k 2 3 4 5 | s 7 8 9 10 11 12 | 13 14 15 16 17 18 19 20
1 90,0 134 164 186 202 216 227 237 246 253 260 266 272 277 282 286 291 295 298
2 14,0 18,9 22,3 24,7 26,6 28,2 29,5 30,7 31,7 32,6 33,4 34,2 34,8 35,5 36,0 36,5 37,0 37,5 38,0
3 8,26 10,56 12,17 13,34 14,25 15,00 15,65 16,20 16,69 17,13 17.53 17,89 18,23 18,54 18,83 19,09 1933 19,56 19,79
4 6,51 8,08 9,17 9,97 10,58 1,10 11,55 11,93 12,26 12,56 12,84 13,09 13,32 13,53 13,73 13,92 14,09 14,25 14,40
5 5,62 6,83 7,65 8,26 8,73 9,12 9,46 9,76 10,02 10,25 10,46 1065 10,83 10,99 11,14 11,29 11,42 11,54 11,66
6 5,24 6,32 7,03 7,56 7,97 8,31 8,61 8,87 9,10 9,30 9,49 9,65 9,81 9,95 10,08 10,21 10,32 10,43 10,54
7 494 5,89 6,52 6,98 7,35 7,65 7.91 8,14 8.34 8,52 8,68 8,82 8,96 9,08 9,20 9,31 9,42 9,52 9,61
8 474 5,63 6,20 6,63 6,96 7,24 747 7,68 7,86 8,03 8,18 831 844 8,55 866 876 8,86 8,95 9,03
9 4,60 5,42 5,96 6,35 6,66 6,91 7,13 7,33 7,50 7,65 7,19 791 8,02 8,13 8,23 8,33 8,41 8,50 8,58
10 4,48 5,26 5,77 6,14 6,43 6,67 6,88 7,06 7,22 7,36 7,49 7,60 7,71 7,81 7,91 7,99 8,08 8,15 8,23
11 439 5,14 5,62 5,98 6,25 647 667 6,84 6,99 7,13 7,25 7,36 7,46 7,56 7,65 7,73 7,81 7,88 795
12 4,32 5,04 5,50 5,84 6,10 6,32 6,51 6,67 6,81 6,94 7,06 717 7,26 7’36 744 752 760 767 73
13 426 . 4,96 5,40 5.73 5,98 6.19 6,37 6,53 6,67 6.79 690 701 7.10 7.19 7.27 7,35 7,42 7,49 7’55
14 421 4,89 5,32 5,64 5,88 6,08 6,26 6,41 6,54 6,66 6.77 6,87 6,96 7,05 7,13 7,2 7,27 7,34 7,40
15 4,17 4,83 5,25 5,56 5,80 5,99 6,16 6,31 6,44 6,55 6,66 6,76 6,85 6,93 7,00 7,07 7,14 7,20 7,26
16 4,13 4,78 5,19 5,49 5,72 5,91 6,08 6,22 6,35 6,46 6,56 6,66 6,74 6,82 6,90 6,97 7,03 7,09 7,15
17 4,10 4,73 5,14 5,43 5,66 5,85 6,01 6,15 6,27 6,38 6,48 6,57 6,66 6,73 6,81 6,37 6,94 7,00 7,05
18 4,07 470 5,09 5,38 5,60 5,19 5,95 6,08 6,20 6,31 6,41 6,50 6,58 6,65 6,73 6.79 6,85 6,91 6,97
19 4,05 4,66 5,05 5,34 5,55 5,73 5,89 6,02 6,14 6,25 6,34 6,43 6,51 6,58 6,65 6,72 6,78 6,84 6,89
20 4,02 4,63 5,02 5,30 5,51 5,69 5,84 ! 5,97 6,09 6,19 6,28 6,37 6,45 6,52 6,59 6,66 6.71 6,77 6,82
24 3,96 4,54 491 5,17 5.37 5,54 5,69 | 5,81 5,92 6,02 6,11 6,19 6,26 6,33 6,39 6,45 6,51 6,57 6,61
30 3,89 4,45 4,80 5,05 5,24 5,40 5,53 5,65 5,76 5,85 5,93 6,01 6,08 6,14 6,20 6,26 6.31 6,36 6,41
40 3,82 4,36 4,70 4,93 5,11 5,26 5,39 ! 5,50 5,60 5,69 5,77 5,84 5,90 5,96 6,02 6,07 6,12 6,17 6,21
60 3,76 4,28 4,60 4,82 4,99 5,13 52 | 536 5,45 5,53 5,60 5,67 5,73 5178 5,83 5,88 5,93 5,98 6,01
120 3,70 4,20 450 4,71 4,87 5,00 5,12 5,21 5,30 5,38 5,44 5,50 5,56 5,61 5,66 5,71 5,75 5,79 5,83
0 3,64 4,12 4,40 4,60 4,76 4,88 4,99 5,08 5,16 5,23 5,29 5,35 5,40 - 5,45 5,49 5,53 3,57 5,61 5,64






