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DETERMINISMO E PROBABILIDADE EM BIOLOGIA *

RUBENS MURILLO MARQUES #* ¢ ELZA BERQUO *

1. INTRODUCAO

Na aquisicao de todo conhecimento o ponto de partida ¢ o da con-
sideracao dos fatos concretos da realidade objetiva. O aspecto empi-
rico, inicial do conhecimento, ndo passa seniao de uma primeira etapa
rudimentar da elaboracdo cientifica. E necessario explicar os fatos
considerados, isto é, estabelecer um sistema de idéias ou hipdteses ou
modelos tal que por via de inferéncia o pensamento possa, a partir déle,
chegar aos fatos objeto da teoria em questao. Caso se verifiquem as
consequéncias, a hipotese é provisoriamente aceita como verdadeira, em-
bora haja necessidade usualmente de modificacoes posteriores pela aqui-
sicao de novos conhecimentos ou descobertas.

Na formulacdo de um modélo matematico capaz de descrever o me-
canismo segundo o qual um fenémeno se desenvolve no universo, dois
caminhos podem ser seguidos, a saber: propor um modélo capaz de pre-
ver um unico valor para a variavel em estudo, ou empregar um modélo
que leve em conta a flutuacdo a que estiao sujeitos os valores da varia-
vel, associando a cada valor uma probabilidade de sua ocorréncia. No
primeiro caso, estaremos diante de um modélo deterministico e, no se-
gundo, considerando um modélo estocdstico.

A fim de ilustrar éstes dois procedimentos, consideraremos o fe-
nomeno do crescimento de uma populacdo de organismos. Para tanto,
partiremos, em ambos os casos, de premissas que, embora nao retratan-
do totalmente a realidade, permitem de forma bastante simples a ex-
posicao das idéias fundamentais que norteiam éstes dois caminhos.

Seja entao:
X(t) = numero de organismos na populacdo no instante t.

Suporemos, por simplicidade, que X(0) = 1, isto é, que no instante
inicial exista apenas um organismo na populacdo. Admitiremos, ainda,
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esta populacio sujeita a coeficientes de natalidade e mortalidade X e p, -
respectivamente, os quais suporemos constantes no decurso do tempo.

Seja:
P.(t) = P{ X(t) = x | X(0O) =1 } = Probabilidade de que tenhamos
X organismos no instante t da-

do que no instante inicial ti-
nhamos um organismo.

Nestas condicoes, o modélo deterministico nos conduzira a uma
equacao matematica para X(t), enquanto que o estocastico, a uma equa-
cao matematica para P.(t).

2. MODELO DETERMINISTICO

Além das pressuposicoes feitas na introducao, suporemos agora
que as alteracoes sofridas pela populacao, quanto ao numero de orga-
nismos, num intervalo de tempo (t, t + At) sejam:

— proporcionais a At;

— proporcionais ao nimero de organismos existentes na po-
pulacdo no instante t, isto é, a X(t).

Com isto, podemos escrever:

X(t + at) — X(1)

I

alteraciao sofrida no montante populacional no
intervalo de tempo (t, t =+ At)

= AX(t) at — X(t)at

= Numero de organismos que nascem no intervalo
de tempo (t, t + At), provenientes dos X(t) exis-
tentes no instante t menos o namero de mortes
no intervalo de tempo (t, t -+ At), provenientes
dos X(t) existentes no instante t.

Ou seja:
X(t+at) — X(t)

—_ (:\ - [l) X(t)
At

Passando ao limite quando At tende a zero, resulta a seguinte
equacao diferencial:
d X(t)

= (A — pn) X(t
it ( 1) X(t)
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cuja solugao é:

X(t) = X(0) . e "

Mas, desde que X(0) = 1, vem:

A—wt

X)) = e (1)

A equacao (1) que constitui o modélo deterministico para o caso
em apréco, pode ser interpretada da seguinte maneira: téda vez que
partirmos de uma populacdo que no instante inicial tem apenas um or-
ganismo e que estd sujeita a coeficientes de natalidade e mortalidade
constantes no decurso do tempo, chegaremos certamente no instante t
a uma populacdo constituida por X(t) organismos. Esta interpretacao
justifica a denominacio de modélo deterministico dada a equacao (1),
pois, uma vez fixadas as condi¢bes iniciais, existird sempre uma imu-
tabilidade nos resultados finais.

Assim, por exemplo, a titulo de motivacio, suponhamos uma po-
pulacdo de organismos nas seguintes condigoes:

X(0) =1, A =070, u = 0,20

O numero de organismos na populacio apds uma, duas, trés e quatro
unidades de tempo, seria, de acérdo com a (1), dado respectivamen-
te por:

X (1) = 1,6487 =~ 2 organismos
X (2) = 27183 = 3 organismos
X (3) = 4,4817 =~ 4 organismos
X (4) = 17,3891 =~ 7 organismos

Os resultados acima mostram que, para as condi¢des propos-
tas, deveriamos ter invaridvelmente 2, 3, 4 e 7 organismos na popula-
cao apls uma, duas, trés e quatro unidades de tempo, respectivamente.
No entanto, todo pesquisador no campo biolégico sabe que isto nao
acontece com tal regularidade. Os resultados acima se devem ao fato
de estarmos supondo uma total estabilidade nas condicées e leis que
governam o crescimento de populacées. Ainda que os coeficientes de
mortalidade e natalidade, como caracteristicas individuais, féssem man-
tidos constantes no decurso do tempo, existe um conjunto de causas
cujo efeito acumulado pode produzir perturbacdes no sistema em apréco.
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Atentando para esta deficiéncia caracteristica dos modelos determi-
nisticos, e visto que é possivel a obtenc¢do de resultados que se afastam
daqueles por éles previstos, melhor seria a construcio de um modélo
que permitisse a determinacédo das probabilidades de ocorréncia de X(t).
Estes sdo os chamados modelos estocasticos.

3. MODELO ESTOCASTICO

Além das pressuposicoes feitas na introducao, suporemos que se a
populacdao no instante t tiver x organismos, num instante t + At ela s6
podera ter:

X + 1 com probabilidade Axat
X — 1 com probabilidade uxat

X  com probabilidade 1 — (A + x) xat

Conseqgiientemente, a fim de calcularmos P, (t + At), notemos que
o evento — x individuos no instante t + At — ocorrera por uma das
t1rés maneiras seguintes:

ou tinhamos x — 1 organismos no instante t e nasceu um organis-
mo no intervalo de tempo (t, t + At), o que acontece com probabilidade
A(x—=1)at . Py (B);

ou tinhamos x + 1 organismos no instante t e morreu um organis-
mo no intervalo de tempo (t, t + At), o que acontece com probabilidade
p(x+1)At. Py (1);

ou tinhamos x organismos no instante t e nada sucedeu no inter-
valo de tempo (t, t + At), o que acontece com probabilidade
{1 — A (x—1) At—p(x+1) At} P(1).

Nestas condicoes, podemos escrever:

P, (t+At) =1 (x—1) At . Py (1) + p (x+1) at. Pyyq (1) +
+ {1 — (A +p) xat} Py(t)

isto é:
P.(t + At) — P, (1)
At
- (A + ,U«) X . Px(t)

=A(x—1 Px—1 (1) +p (x+1) Pxyy (1) —
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Passando-se ao limite para At tendendo a zero, vem:

d—P(;tlt—)— = A(X—1) Pyoq () + p (x+1) Pyrr (0 — (A + ) xPy(1)
(2)
a qual vale para x =1, 2, ...
Para x = 0 tem-se:
d P, (1)
o = 4. Pt 3
” p (1) 3)
A solucdo da (2) é dada por:
Po) = {1l —a (M1 -BMB M ,parax=12 .... (4
e da (3) por:
P,(t) = a(t) (5)
onde:
= u)
_ pie -1
* (t) o O—p)t -
- p
B = Pa(t)
p.

Como vemos, com as pressuposicoes apresentadas, podemos passar
a calcular para cada um dos instantes considerados anteriormente, as
probabilidades associadas a cada um dos valores de X(t). Assim sendo,
para t =1, 2 e 3 teremos

« (1) = 0,1360; o (2) = 0,2018; « (3) = 0,2371
B (1) = 0,4760; g (2) = 0,7063; B (3) = 0,8299

e portanto:
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TABELA — Valores da probabilidade de térmos x organismos apos uma, duas o
trés unidades de tempo, segundo o numero de organismos.

x P (1) P.(2) P_(3)
0 0,1360 0.2018 0,2371

1 0,4527 0,2344 0.1298
2 0,2155 0,1655 0,1077
3 0,1026 0.1169 0.0894
4 0,0488 0,0826 0.0742
5 0.0232 0.0383 0.0616
6 0,0111 0,0412 0.0511
7 0,0053 0.0291 0.0424
8 0.0025 00205 0.0352
9 0,0012 0,0145 0.0292
10 0,0006 0,0102 0.0242
11 0,0003 0,0072 0,0201
12 0,0001 0,0051 0,0167
13 0,0036 0,0138
14 0,0025 0.,0115
15 0,0018 0.0095
16 0,0013 0.0079
17 0,0009 0.0065
18 0,0006 0,0054
19 0,0004 0.0045
20 0,0003 0.0037
21 0,0002 0.0031
22 0,0001 0,0026
23 0.0021
24 0.0018
25 0.0014
26 00012
27 0,0010
28 0.0008
29 0.0007
30 0.0006
31 0.0005
32 0.0004
33 0,0003
34 0,0003
35 0.0002
36 0.0002
37 0,0001

Uma simples inspecdo da tabela acima nos mostra que o valor pre-
visto pelo modélo deterministico para t =1, isto é, 2 organismos, ocorre
comn apenas 21,55% de probabilidade, sendo x =1 o valor mais provavel.

E de se esperar que, a medida que o tempo passa, os valores pre-
vistos pelo modélo deterministico tenham cada vez menos probabilidade
de ocorrer, pois, torna-se cada vez mais dificil a manutencao da rigidez
das condicoes sObre as quais se baseiam éste modélo. De fato, para os
instantes 2 e 3, os resultados previstos, com certeza pelo modélo deter-
ministico eram, respectivamente, 3 e 4 organismos, aos quais o modélo
estocastico correspondente associa probabilidades de 11,69 e 7,42¢(.
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Vemos, pois, que as previsdes feitas nao levandc em conta a flu-
tuacdo do acaso estdo associadas probabilidades cada vez menores a
medida que nos afastamos do instante inicial. Note-se, no entanto, que
embora isto aconteca, ¢ nimero médio esperado de organismos previs-
to pelo modélo estocastico, m (t), coincide com a previsdo do modélo
deterministico, pois demonstra-se facilmente que

-t
m(t) = e g

Vemos, portanto, que a melhor interpretacio a ser dada ao modélo
deterministico é que éle prevé o niimero médio esperado de organismos
em cada instante.

Baseados, intuitivamente, neste fato é que os pesquisadores justi-
ficam o emprégo do modélo deterministico. Entretanto, a introducao
de um modélo estocastico permite a obtencao de informacées que ja-
mais poderiam ser obtidas a base de um modélo deterministico.

Assim, por exemplo, embora no exemplo considerado, a natalidade
seja maior do que a mortalidade é possivel uma eventual extincdo da
populacdo num instante qualquer, com probabilidade, como vemos pela

(5), a (1).

Assim as probabilidades de extincio para t = 1, 2, 3, ... sdo, res-
pectivamente: 13,6%, 20,18% e 23,71%, ... convergindo para o valor

{i = 0,2857 ou 28,57% se p << A e para o valor 1 se x > A. Observe-se
IS

inclusive que em térmos de resultados individuais, a partir do instante
t—=3, a extincdo é o resultado mais provavel! ZFstes fatos por si so
mostram que ndo devemos fazer previsdes a respeito de resultados in-
dividuais, mas, para um dado instante, calcular a probabilidade de que
0 numero de organismos na populacido esteja compreendido entre dois
valores, digamos, X, (t) e x. (t). Por exemplo, para t =3, a probabi-
lidade de que o numero de organismos na populacdo esteja compreen-
dido entre 2 e 6 vale 41,40%, a probabilidade de que tenhamos mais
do que 20 organismos sera 1,77%, etc.

Outro fato digno de realce no modélo estocastico em questiao é
que a probabilidade de extin¢do nao depende apenas da diferenca (A—p),

mas também do quociente ‘% . Assim, para A =0,70 e »=0,20, t=2,

a probabilidade de extincdo é 20,18%. Para A=0,90 e =040 e t =2,
isto é, para a mesma diferenca A — = 0,50, a probabilidade de extincdo
¢ de 28,56%. Isto se justifica porque a variabilidade do nimero de
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organismos no instante t depende nao s6 de (A —p) mas também de
(A + p) e vale:

A+ o (A=) t V- )t
5 e e( u _

Variancia de X(t) = V{X(t) } =

-

e conceitualmente pelo fato de que quanto maiores forem \ e u maior
serd a dinamica populacional e conseqglientemente maior serd a proba-
bilidade de uma eventual extincao.

Conforme salientamos no inicio déste trabalho, o modélo estocas-
tico desenvolvido para efeito ilustrativo é um caso particular do cha-
mado “processo de renovacao” (Birth and Death Process). O aprimo-
ramento déste tipo de modélo no sentido de melhor se ajustar a reali-
dade, é conseguido através da consideraciio de fatores tais como: A e .
variando em funcao do tempo, mutacoes, etc.

No caso do crescimento de populagées humanas, o modélo pode ser
melhorado pela consideracdo da variacao dos coeficientes gerais de na-
talidade e mortalidade em funcao do tempo, bem como de suas especi-
ficagbes quanto ao sexo e a idade, podendo-se considerar ainda a popu-
lac¢do sujeita & acdo dos movimentos migratdrios.

Todavia, isto conduz a equacdes diferenciais para cujas solucées
nem sempre se dispée de uma teoria matematica ja construida, sendo
éste um dos sérios Obices para construcio de modelos cada vez mais
realistas.

RESUMO

A crescente importancia que nos ultimos anos vem tendo em Es-
tatistica os Processos Estocasticos e as suas inameras aplicacdoes em
Biologia, tais como as teorias sobre o crescimento de populacées, sobre
a propagacao de epidemias, sObre genética de populacées, etc., inspira-
ram éste trabalho que tem como objetivo divulgar as idéias fundamen-
tais que norteiam éste campo. Para tanto utilizou-se um “processo de
renovacao”.

SUMMARY

In the last twenty years, the Stocastic Process are assuming an in-
creasing importance in Statistics and find multiple applications in Biology
such as in the theory of population growth, stochastic models in the
theory of epidemics, in the theory of gene frequencies and so on. This
paper has the purpose of divulgating the basic ideas in this field, the
motivation being the birth-and-death process.
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