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O PROCESSO DE RENOVACAO GENERALIZADO DE
KENDALL E A NECESSIDADE DA CONSTRUCAO DE
PROCESSOS ESTOCASTICOS DE DIFUSAO *

RUBENS MURILLO MARQUES ##

A inadequacidade do ajuste das equagdes do Processo de Renova-
¢do — P.R. (Birth and Death Process) ao problema do crescimento popu-
lacional, pelo fato déle ndo levar em conta as variagbes a que estdo sujeitos
os coeficientes de natalidade e de mortalidade no decurso do tempo, con-
forme salientamos em nosso trabalho “Determinismo e Probabilidade em
Biologia” ¢, sugeriu a construcdo de modelos do mesmo tipo, porém mais
gerais, no sentido de permitir expressar estas variagdes. Em 1948, Kendall *
introduziu um novo processo que denominou “Generalized Birth and Death
Process”, Processo de Renovacdo Generalizado — P.R.G., e que consistiu
numa generalizacdo do P.R. ja existente, no sentido de obtencdo da ex-
pressdo para P, (t) = P {X (t) = x | X (O) = 1}, ou seja, para a pro-
babilidade de que tenhamos x individuos na populagdo no instante t
dado que no instante inicial tinhamos apenas um, quando os coeficientes
de natalidade e mortalidade fossem funcdes quaisquer do tempo.

Mantendo as mesmas pressuposicbes utilizadas para a construcio do
P.R., exceto no que diz respeito a A (coeficiente de natalidade) e p (coefi-
ciente de mortalidade), que considerou como funcbes quaisquer A (t) e
w (t) do tempo, a expressdo obtida para P, (t) manteve-se da mesma for-
ma que a do P.R., ou seja:

P, (1) = { '{1~a(t)>{1;£)(t)%-ﬁ(t)x_l gz;; izé,z,& (1)
onde:
eh(t)
«() =1~ I (2)
FOO =1~ g 3)
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t'\
h(t) = § {u(s) — A(s)} ds (4)
[
t
w(t) = e ™M1 + f p(s) et ds} (3)
o

Em particular, a probabilidade de uma eventual extingio da popula-
cdo, ¢ dada por;

Po (t) = -

1
{ 6)
§op(s) e ds (

1 +

Isto veio mostrar que, conhecida a evolugdo dos coeficientes de nata-
lidade e de mortalidade no decurso do tempo é possivel a obtencdo, sob
éste mod¢lo, das probabilidades de um fixado nimero de individuos na
populagdo, num dado instante. Assim, se num instante, considerado o ini-
cial, tivermos i individuos na populacido, a probabilidade de que no ins-
tante t tenhamos | individuos nesta populacdo, P;; (t), ¢ dada pela ex-

pressdo:
Pi; (O :né:o< 11) ) (i +ji:f; - 1> X
fe OFTH{BMOP T —a () — B (O (7

Conquanto esta expressdo nos permita a previsdo de populagdes com
as suas probabilidades respectivas, ela ¢ pouco manejavel do ponto de
vista pratico, pelo menos pelos métodos de calculo convencionais e, até o
presente momento, ndo se tem uma formula aproximada para esta expres-
sdo, com caracteristicas operacionais satisfatorias.

Diante da impossibilidade da solu¢do exata do problema da previsdo
probabilistica de populacdes, dadas as dificuldades que apresenta a (7),
tentou-se uma solucdo aproximada para o problema no sentido de imaginar,
para grandes populag¢des, que a varidvel — nimero de individuos na popula-
¢ao num dado instante — f0sse continua, o que conduziria a um modélo esto-
castico continuo no tempo e também agora no espaco dos estados (enten-
de-se por espaco dos estados de um processo estocdstico aos valores que
a variavel aleatéria pode tomar num dado instante). A tais processos, con-
tinuos tanto no tempo como no espago dos estados, denominamos Processos
de Difusdo (P.D.). Gracas aos trabalhos teéricos de Kolmogorov® e de
Feller*, foi possivel demonstrar que cada Processo de Markov (dentre os
quais estd incluido o Processo de Renovacdo) discreto no espago dos esta-
dos pode ser aproximado por um Processo de Markov continuo, isto €, por
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um Processo de Difusdo. No caso do problema do crescimento populacio-
nal, a aproximacdo para a continuidade parece ser bem pouco restritiva
e o seu tratamento como um P.D. ¢ bastante satisfatério quando comparado
com os resultados exatos. Vemos pois, que tratar o problema sob dste
novo prisma consiste, analiticamente, em buscar ndo uma expressdo para
P (t) ou uma equacdo diferencial a que P, (t) satisfaca mas, tentar
obter a fungido densidade de probabilidades da variavel aleatoéria — ntmero
de individuos na populacio num dado instante t, dado que num instante
inicial t, tinhamos um certo niimero x, de individuos na populagio — ou
seja obter a funcao f (x,t; X, t,) ou entdo uma equacdo diferencial a que
ela satisfaca.

Pode-se demonstrar que, qualquer que seja o processo estocastico em

questdo, a aproximacdo de um processo discreto por um de difusdo con-
duz a seguinte equacgdo diferencial para f (x, t; X, t,):

o 1 ' a- - . \
;t t (X‘ t, xm t") - _2— ax‘2_ {a (X, t) t (X, ty Xotu)} +
— ;X 10 (x, 1) F(x 6 X, t)¢ (8)

onde a (x,t) ¢ b(x,t) sdo as fungdes que caracterizam o tipo particular
de processo que o P.D. procura descrever como uma aproximacao.

A funcao b (x.t) ¢ definida como:

b(x.t)y =1lim § (y — x) T(x, t — at; y, t) dy (9)
At— 0

isto ¢, b(x,t) ¢ o limite do nimero mdédio de niudangas (nascimentos
e/ou mortes) esperado num intervalo de tempo (t — At t), de amplitude
At quando At — O e ¢ chamada média infinitesimal das mudancas do
processo X (t).

Analogamente, a (x,t) ¢ definida como sendo a varidncia infinitesimal
das mudan¢as do processo X (t) e ¢ dada por:

a(x,t)y =lim § (y — x)2f(x,t — at; y, t) dy (10)
At —— 0

Vemos, portanto, que a constru¢do de um P.D. depende da escolha
apropriada das fungdes a (x,t) e b (x,t). No que se segue, mostrare-
mos como estas funcdes podem ser escolhidas a fim de que gerem o P.D.
correspondente ao P.R.. Assim procedemos, pois o P.D. correspondente
ao P.R.G. ainda ndo foi estabelecido dadas as dificuldades de ordem teo-
rica existentes.
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No caso do crescimento populacional estar sendo descrito por um P.R.,
onde entdo os coeficientes de natalidade e de mortalidade sdo constantes
no decurso do tempo, devemos imaginar que as funcdes a (x,t) e b (x, 1)
para o P.D. correspondente que se quer construir ndo devam depender
do tempo, pois as mudancas que ocorrerdo num intervalo de tempo de
amplitude At deverdo depender tdo somente desta amplitude e nio expli-
citamente do instante t considerado. Com isto, devemos impdr, para a
construcdo do P.D. andlogo ao P.R. que:

a(x,t) = a(x) (11)

b (x,t) = b(x) (12)

e além disto que estas fungdes sejam proporcionais ao numero de indivi-
duos existentes em cada instante em que uma mudan¢a possa vir a ocorrer,
isto €, proporcionais a x. Com isto, devemos ter para as (11) e (12):

a(x,t) =a(x) =a.x (13)
b(x,t) = b(x) = Db.x (14)
onde @ e b sdo constantes.

As constantes @ ¢ b podem ser determinadas heuristicamente a partir
da tabela abaixo:

Estado da Estado da Mudancas o, .
populacio no populacdo no no intervalo P gzb%g](])'dffe;ui&n;\iue
instante t — At instante t (t — At, t) e sas
X x 41 + 1 ALX LAt
X x — 1 — 1 po. XL AL
X X 0 I — (A4 p) . x. At

onde estamos suponde que a amplitude At é de tal oidem que a proba-
bilidade de que mais de uma mudanca ocorra ¢ um evento com probabi-
dade zero.

A base da tabela acima temos:

numero médio de mudancgas
no intervalo (t — At, t) = (A —p).Xx.At (15)
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variancia do numero de
mudancas no intervalo (t —At,t) = (A+ p).X.At— (A — p)2.x2.At2 (16)

logo, utilizando as defini¢bes (9) ¢ (10) vem:

b (x,t) = b (x) = lim --Al{ (A —p).xat=(A—p).X (17)
at— 0

a(x,t) = a(x) = lim T]t_ {A 4 p) X At = (A — )2 xE A=
At —0

= (A+p).X (18)
e, portanto, pelas (13) e (14) vem, respectivamente, que:

b=2x~—u (19)
a =X+ p (20)
Com isto, a equacido (8) torna-se:

¢ 1
— f (X, t;xov to) = '2‘(’\ + I") .

o {xf (x, t; Xoto) } +
ot

ox2

24X (X, t; X, to)
ox

— (A= p) X (21)

cuja solugdo ¢ dada por:

A — X, . e Tut) 1
f(x, t;x,, t,) = ~ { } I%

(A + ) {e-mT 1} X

2 A ) X eM T A xp] L[4 = p) X X eO TRk
exp‘l (A +p) (0wt — 1) ] ’ { (A +w) . (0wt —1) }

(22)
onde I, (s) ¢ a fungdo de Bessel de 1.* espécie e vale:

L (s) =”§i ‘T%?ili)_' (_%) w1 (23)

e se encontra amplamente tabelada.

E interessante notar que podemos, a partir da equacdo (22) ou mais
facilmente da (21) obter a esperanca e a varidncia do numero de indivi-

139



MARQUES, R. M. O processo de renovacao generalizado de Kendall e a necessidade da
construcao de processos estocésticos de difusio. Arq. Fac. Hig. 8, Paulo, 19:135-141, 1965.

duos em cada instante, m (t) e V (t), respectivamente, e que $3o
dados por:

m(t) = x,.eA " (24)

A
V(t):x(,——t—’i—
— K

e(,\—u)t {e(,\-p)t — 1} (25)

expressdes estas idénticas as do P.R..

A probabilidade de uma eventual extincdo na populagdo no instante
t, P, (t) ¢ dada por:

-2 (= a) % e st
P0 (t) € W+ ow) (e A—u)t 1) (26)

e no caso de x,=1, A=0.70 e x=0,20 temos:
P, (1) = 59%, P,(2) = 17,2%, P,(3) = 23,09
que comparadas com os valores respectivos obtidos para o P.R.*,
P, (1) = 13,6%, P, (2) = 20,0%, P.(3) = 23,7%

mostram que as probabilidades de uma eventual extin¢ao previstas pelo
P.D. ndo sdo iguais aquelas previstas pelo P.R.

A segiiéncia P, (t), t=1, 2,3, ...... converge, em ambos os pro-

cessos, para 1 se A < p e se A > p para exp. [2—’:’—;@——’—‘2] no P.D.
; [T

Xo
e para (‘%) no P.R.,, sendo esta uma das tnicas diferengas entre os
dois processos.
No caso apresentado de x, = 1, A = 0,70 ¢ p = 0,20, P, (t) con-
verge para o valor 32,96% no Processo de Difusdo e para 28,57% no
Processo de Renovagio.

RESUMO

O objetivo do presente trabalho é o de apresentar alguns problemas
pertinentes & constru¢do de modélos estocasticos para o estudo do cresci-
mento populacional e as dificuldades ainda existentes néste campo no
sentido da obtengdo de modélos cada vez mais aprimorados para a des-
cricio da dindmica populacional. Para tanto, apresentamos o Processo
de Renovagdo Linear e Homogéneo (Linear Homogeneous Birth and Death
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Process) e a base déste ¢ de suas falhas conduzimo-nos para o Processo
de Renovagdo Generalizado, introduzido por Kendall (Generalized Birth
and Death Process). Diante das dificuldades que &ste processo apresenta,
introduzimos, no sentido de uma aproximacio, o conceito de Processo de
Difusdo, mostrando, no entanto, que o Processo de Difusdo analogo ao
Processo de Renovagdo Generalizado ainda ndo pode ser obtido dadas as
dificuldades de ordem tedrica, dispondo-se apenas do Processo de Difusio
correspondente ao Processo de Renovagdo Linear e Homogéneo. O tra-
balho contém ainda uma comparagdo entre os resultados esperados no
Processo de Renovagdo Homogéneo e no Processo de Difusio que lhe
corresponde.

SUMMARY

The purpose of this paper is to present some problems concerning the
construction of stochastic models for population growth and the dificulties
yet existing in this field in respect to have more realistic and elabored
models for describing the population dynamics. With this in mind, we
introduced the Linear Homogeneous Birth and Death Process and after
analysing it as its limitations we presented the Generalized Birth and Death
Process, due to Kendall. Since this last metioned process involves compli-
cated computional formulas we introduced, as an approximation, the con-
cept of a Difusion Process, showing however that Difusion Process ana-
logue to the Generalized Birth and Death Process can not yet be obtained
due to theoretical dificulties. Thus we are left with the Difusion Process
analogue to the Homogeneous Birth and Death Process. The paper con-
tains also a comparison between the expected results under the Homoge-
neous Birth and Death Process and the correspondente Difusion Process.
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