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UM GuiA pE EsTuDOS”

DaviD MILLER™

INTRODUCAO

Estas notas, que tencionam apresentar um levantamento da literatu-
ra mais importante sobre as descobertas de Russell, Tarski e Godel re-
lativas aos paradoxos légicos, a verdade e a prova, foram escritas
originalmente em 1985. A versao atual destinava-se aos alunos do cur-
so de Filosofia da Ldgica da Universidade de Warwick no trimestre da
Quaresma de 1989. Nao havia plano para uma circulagdo mais ampla.
Senti-me portanto honrado ao saber que Caetano Plastino e Otavio Bueno
julgavam que tais notas mereciam uma edi¢do em portugués. Sou pro-
fundamente grato a Bueno por seu habil e sensivel trabalho de tradugao.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos na dltima década sobre
os paradoxos, € meu proprio pensamento alterou-se um pouco. Mas atua-
lizar estas notas envolveria reescrevé-las por completo. Ha dois pontos,
todavia, sobre os quais um breve comentdrio faz-se necessario.

No décimo paragrafo da Secdo IV, que se segue a defini¢do
recursiva de adi¢do e inicia-se com as palavras “Com efeito”, € afirma-
do que, ao se transformar a defini¢do recursiva de satisfagao numa defi-
ni¢do explicita, o Paradoxo do Mentiroso torna-se demonstravel e o

* © D.W. Miller, 1996. Tradugdo de Otivio Bueno.
** Professor do Departamento de Filosofia da Universidade de Warwick, Reino Unido.






Ciéncia & Filosofia. n. 5, p. 67-105, 1996. 69

Os trés principais paradoxos conjuntistas sdo: o Paradoxo de
Russell, da classe de todas as classes que ndo sio membros de si mes-
mas; o Paradoxo de Cantor do universo; e o Paradoxo de Burali-Forti
do maior nimero ordinal. Este tltimo é um pouco técnico, mas devere-
mos considerar os nimeros ordinais posteriormente, 3 medida que nos
aproximemos do trabalho de Kripke sobre a verdade. O Paradoxo de
Cantor mostra que nio pode existir nenhuma entidade como o universo,
o conjunto de tudo que existe. Isso é mais importante do que parece,
pois torna a interpretagio dos quantificadores Vx e 3x uma questao ar-
riscada. Historicamente, o mais importante dos trés paradoxos foi o de
Russell. Ele € provocado ao se perguntar se o conjunto

w = {x: x € um conjunto e x ¢ x}

é ou nio um membro de si mesmo. E claro que nenhuma resposta con-
sistente € possivel: w € w se, e somente se, w € w. O que torna essa
contradi¢dao ndo apenas uma contradi¢do, mas um paradoxo ou uma
antinomia € a trivialidade das premissas usadas em sua derivagdao. Com
efeito, estas sdo tao triviais que pode exigir um pouco de esfor¢o desco-
brir quais sdo. Parece que somos compelidos a concluir que nao ha tal
conjunto w, muito embora sua condi¢do de pertinéncia (a auséncia de
autopertinéncia) esteja claramente afirmada. Para a conexao entre os
paradoxos de Russell e Cantor, veja Miller 51.

A solugdo do préprio Russell para os paradoxos, conhecida como
a teoria dos tipos (Russell 69, p. 135-7; Copi 13, p. 21-7 e 60-75), mes-
mo na forma simplificada que lhe deu Ramsey, € bastante drastica. Nao
satisfeita em negar que o conjunto w exista, ela afirma que tal assercio
é destituida de significado. Deveremos examinar por que Russell foi
conduzido a esse extremo desesperado. Um excelente exame, embora
muito condensado, aparece em Quine 64, p. 241-9. Um género mais
sensato de solu¢do, mais estimado atualmente, concretiza-se na teoria
axiomdtica de conjuntos; ele suprime as questoes de significatividade,
propondo, em vez delas, axiomas de existéncia de conjuntos. Um estilo
de solu¢do completamente diferente € o de Le$niewski, que considerou
os conjuntos como se fossem corpos fisicos ocupando certo volume.
Ele interpretou a relagdo de pertinéncia € quase da mesma maneira que
a de inclusdo de conjuntos <, de tal modo que, para todo x, x € x. Por
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individuo, a expressio “{a}” € bem formada e denota o conjunto cujo
inico elemento é a; todavia, a expressio “{a,{a}}”, que parece desig-
nar o conjunto cujos dois elementos sdo a e {a}, € gramaticalmente
incorreta. Ndo apenas inexiste tal conjunto: tentar afirmar sua existén-
cia constitui um palavrério sem nexo. Também a expressao “{a:a=a}”
é gramaticalmente inaceitivel, pois objetos idénticos a st mesmos apa-
recem em todos os tipos.

Formalmente, todas essas regras € esses regulamentos sao mantidos
em ordem, atribuindo-se a cada tipo suas proprias varidveis. Dessa forma,
as varidveis x° y°, 2%, ... podem ser consideradas como percorrendo os
individuos; x', y', 7', ..., os conjuntos de individuos; e assim por diante.
Também as constantes se empilham semelhantes apéndices. Entao, x™ € x"
é gramaticalmente correta nessa teoria somente sen=m+ 1. E as unicas
descricoes bem formadas de abstratores de classe sao aquelas que indicam
explicitamente uma varidvel como indice superior. Logo, {xm: xm#x™} €
um termo legitimo e denota o conjunto vazio @™ de tipo
m + 1; mas {x: x # x} ndo é reconhecivel. Na teoria simples de tipos,
existe uma multiplicidade de conjuntos vazios, um em cada tipo, exceto
no bisico. Resulta, na verdade, que, na teoria desenvolvida, a aritmética
também teria de ser repetida em cada tipo. Pior que isso, ela nao se
torna de forma alguma possivel, dado o modo como Russell definiu os
niimeros naturais, a menos que postulemos a existéncia de infinitos
individuos, ou, pelo menos, a infinitude de um dos tipos. Para a neces-
sidade desse axioma do infinito, e para alguns dos problemas que origina,
veja Russell 69, Cap. 13.

Qual o propésito dessa série draconiana de restrigoes gramaticais?
Note-se que ela parece classificar como destituida de significado a formu-
lagdo da teoria de tipos que apresentamos trés paragrafos atris. Pois
dizer que a est4 em um tipo € ndo em outro € proferir um enunciado no
qual pelo menos um de seus conjuntivos nao possui significado. Tal
limitacdo acerca do que faz sentido, tornando destituido de significado
mesmo mencionar o universo ou o conjunto de todos os conjuntos
normais, naturalmente basta para resolver os paradoxos conjuntistas.
De fato, como se observa em Quine 64, p. 249, ela resolve os paradoxos
muitas vezes além do necessirio. Contudo, ela simplesmente nao €
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necessaria, como foi notado em Quine 64, p. 269, e, portanto, é melhor
que seja descartada.

Para vermos isso, tomemos seriamente a estratificagao do universo
em tipos. Suponha que consideremos apenas como falso (a menos que
n = m + 1), mas jamais como sem sentido, afirmar a pertinéncia num
conjunto de tipo n de um objeto de tipo m. Isto é, exceto quando
n=m+ 1, a asser¢ao de que x™ € y" sera considerada como falsa. O que
ocorre com o Paradoxo de RusseH? O méaximo que podemos nos
aproximar do conjunto de todos os conjuntos normais é o conjunto de
todos os conjuntos normais de algum tipo, por exemplo, o conjunto
{x™: x™ ¢ x™}, que € claramente de tipo m + 1; com efeito, ele é V"*! a
classe de todos os objetos de tipo m. Ora, seria V"*! € V"+!? Manifesta-
mente, este ndo € o caso: em primeiro lugar, porque nada é elemento de
si mesmo, e, em segundo, pois V"*1, de qualquer modo, € do tipo errado:
os unicos candidatos a pertinéncia ao conjunto V"*! = {x™: x™ ¢ x™} sdo
objetos do tipo m. O paradoxo se desintegra. O Paradoxo de Cantor, que
obviamente € muito similar, uma vez que também lida com o conjunto
universal V"*!1, é resolvido de forma semelhante. V" *! nao contém todos
nem, com efeito, qualquer um de seus préprios subconjuntos. Em geral,
se um tipo possui k elementos, o proximo tipo acima dele possui 2*
elementos; mas nenhuma contradi¢ao surge.

Quando todas as variaveis sdo indexadas de acordo com o tipo,
permanece, entretanto, o problema de como enunciar a teoria dos tipos
corretamente. Nao ha nada verdadeiro que possamos afirmar acerca de
todos os objetos, ou de todos os conjuntos. O melhor que podemos fazer
€ formular a teoria metalingiiisticamente, como fizemos. O passo se-
guinte foi de fato dado por Zermelo. Em vez de usar varidveis indexadas
para indicar o tipo de um objeto, por que nao introduzimos nomes
VO, V!, V2, ... para os diferentes tipos, e retornamos as varidveis gerais?
A idéia € que os abstratores de conjunto sao relativizados a algum tipo
ou outro. Assim, o conjunto de Russell torna-se algo comow = {x € V™
x & x}, que € V™, ja que continuamos a exigir que seja falso que x seja
um elemento de x. Resulta que nao hd mais qualquer necessidade de
insistir que os tipos sejam disjuntos; podem ser cumulativos, iniciando
com ¢ conjunto dos individuos (que, na teoria pura de conjuntos, é
tomado como vazio), € estendendo-se continuamente a medida que
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tomamos todos os conjuntos possiveis de objetos que ja apareceram. Na
verdade, a hierarquia de tipos pode estender-se ao transfinito: V* € consi-
derado como contendo tudo que aparece em todo tipo finito. A histéria
desse desenvolvimento é contada em Quine 64, p. 266-86. A teoria ma-
dura consiste no que é conhecido como teoria axiomdtica de conjuntos.

Retornemos, finalmente, a questdo de por que Russell sentiu ne-
cessidade de decretar que locugdes como “a € a” sdo gramaticalmente
incorretas, € ndo apenas falsas. Parte da resposta provém de ele ter re-
montado todos os paradoxos a violagdes do principio do circulo vicio-
so, que se relaciona a definicdo ou especificagdo de termos, € nao a
verdade/falsidade de proposi¢des; trata-se, pois, de um principio que,
naturalmente, € disposto em termos de significado. Além disso, Russell
pensou que, se dois objetos partilham uma propriedade, poderiam ser
colocados juntos em alguma classe; portanto, se tanto a Torre Eiffel como
o conjunto de todos os guarda-chuvas possuem a propriedade de ndo
serem um guarda-chuva, hi um conjunto ao qual ambos pertencem. E
claro que isso enseja a possibilidade da miscigenacgao de tipos. Ocorre
que Russell atribuiu tipos também a propriedades e a predicados (que
ele confundiu sob a designacao de fungao proposicional). No entanto,
se o predicado F € de tipo m, também o € seu complementar —F; desse
modo, se x for do tipo errado para lhe atribuir F. ele também € do tipo
errado para que —F lhe seja atribuido. Assim, nem Fx nem —Fx sdo
verdadeiros, o que comega a sugerir que F nao € nem verdadeiro nem
falso acerca de x; isto €, que Fx € destituido de sentido. Mas essa linha
de raciocinio estd errada. Dado que os tipos sdao atribuidos a func¢des
proposicionais, temos de aceitar que tanto F como —F podem ndo se
aplicar a um objeto de tipo nao apropriado. Nao € mais paradoxal clas-
sificar ambos, Fx e —Fx, como falsos, do que dizer que os dois condicio-
nais P — Q e P — —Q podem ser simultaneamente verdadeiros. Contudo,
de modo geral, ¢ melhor ndo se preocupar, em absoluto, com os tipos
para fungdes proposicionais.

O fato é que Russell jamais pareceu ter ponderado, de forma ade-
quada, que a teoria de conjuntos nao € apenas logica pura, mas contém
axiomas de existéncia de conjuntos. Na teoria ing€nua, ha o esquema de
axiomas de compreensdo, que afirma, para qualquer formula Fx de uma
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O Capitulo 1 de Platts 55 proporciona uma apresentagdo legivel. Os
principais pontos da teoria tarskiana da verdade sdo os seguintes:

(1) Qualquer defini¢do adequada de verdade deve satisfazer uma
condi¢do de adequagio material conhecida como Convencdo T: que seja
possivel dela derivar todos os enunciados da forma

(T) S é uma sentenga verdadeira se, e somente se, p

onde “S” € substituida por algum nome adequadamente explicito para
uma sentenga, € “p”, ou por S ou por alguma sentenga logicamente equi-
valente a S.

(i) O esquema (T) € inconsistente quando se permite que S per-
corra todas as sentengas de uma linguagem natural, como o portugués;
basta tomar como § alguma sentenga paradoxal, tal como a versao de
Quine do Mentiroso.

(iii)) A verdade pode ser adequadamente definida somente para
linguagens que sao sintaticamente bem especificadas e semanticamente
abertas; a defini¢ao de verdade para as sentengas de uma linguagem L
deve ser conduzida numa linguagem de ordem superior, denominada
metalinguagem de L.

(iv) E possivel formular uma defini¢io materialmente adequada
de verdade para as sentengas de uma linguagem elementar. Essa defini-
¢do, derivada de uma defini¢ao recursiva de satisfacdo de uma férmula
aberta por uma seqii€ncia (infinita) de objetos, ndo contém primitivos
semanticos.

(v) O recurso a uma metalinguagem permite-nos capturar plena-
mente as inteng¢des da teoria correspondencial da verdade.

Pareceu claro a muitos, tal como exposto, por exemplo, em Popper 57,
p. 223-8; idem 58, p. 304-29; Martin 48; Platts 55, p. 10-6 e 32-7. que o
esquema (7) torna bastante manifesto como sentengas verdadeiras corres-
pondem aos fatos, de tal modo que (v) € correto. Por exemplo, a instincia

“A neve € branca” é uma sentenca verdadeira se, e somente se, a
neve € branca.
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exibe uma correspondéncia entre o nome de sentencga “‘A neve € bran-
ca’” (note as aspas) e a sentenga “A neve € branca” Essa correspondén-
cia nao seria demasiadamente obscurecida se, em vez de discutir em
portugués a verdade de sentengas do portugués, discutissemos em fran-
cés a verdade de sentencas do inglés; uma instancia do esquema (7),
nesse caso, seria:

“Snow is white” est un €énoncé vrai si et seulement si la neige est blanche.

Aqui, a metalinguagem € o francés; o inglés, a linguagem que € o objeto
de pesquisa, € denominada linguagem objeto. Colocando o assunto de
modo resumido, suponha que S seja verdadeira. Entdo, a correspondén-
cia entre os objetos lingiiisticos que substituem “S” e “p” reflete uma
correspondéncia entre a prépria S, que € o que “S” nomeia, e algo que
“p” nomeia; chame este Gltimo, se desejar, de o fato que p. Quando S
nao for verdadeira, a correspondéncia lingiiistica ainda permanece, mas
ela ndo mais reflete algo no mundo; embora S ainda esteja disponivel,
aquilo que “p” supostamente nomeia nao o estd. Da mesma forma que o
discurso, de aparé€ncia metafisica, acerca de fatos que sdo, ou que nao
$a0, 0 caso pode ser substituido por um mais concreto sobre a verdade
ou falsidade de sentengas (em Quine 65, p. 10-3, isso € denominado
ascensdo semdntica), afirmagoes acerca da correspondéncia ou nao-cor-
respondéncia das sentengas aos fatos podem ser substituidas pelo dis-
curso sobre a correspondéncia entre entidades lingiiisticas. Podendo ser
assim substituidas, elas devem ser suficientemente indcuas. Tarski su-
gere corretamente que sua teoria nao se encontra comprometida com
nenhum realismo nao critico com respeito aos fatos; mas ela nao precisa
tampouco temé-lo (Tarski 79, p. 361). De qualquer maneira, o realismo
sobre a existéncia de fatos constitui uma questdo bastante diferente do
realismo concernente a verdade, que € aquilo a que a teoria da verdade
como correspondéncia equivale. Para a interpretaciao de que a teoria de
Tarski, embora uma teoria da correspondéncia, leva a um tipo de
relativismo ontolégico, veja Jennings 33, e a discuss@o resultante em
Siegel 73, Jennings 34 e 35.

Alguns, entretanto, colocaram em divida que o esquema (7) de
Tarski proporcione uma formulag¢iao decente da teoria correspondencial
da verdade; veja especialmente Davidson 14 (que, nao obstante, defen-
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de a proposta de que a defini¢ao de verdade de Tarski faz o servigo).
Veja também Haack 24, se¢es 1 e 2, criticado em Popper 60; Haack 25,
p- 99-102, criticado em Tennant 80, p. 297-8, Keuth 36, O’Connor 53,
Parte II, Cap. 1, Grayling 22, p. 164-8. Para uma critica das proprias
concepgdes de Popper, cf. Healy 27. Diferentemente de uma tentativa
anterior de formular uma teoria da correspondéncia em Russell 68, Cap.
12, a teoria tarskiana nio sugere qualquer correspondéncia detalhada
entre partes de sentengas e partes do mundo, apesar do uso de seqiién-
cias de objetos na defini¢cdo de satisfagcdo. Contudo, veja novamente
Davidson 14, e também Mackie 45, p. 28-30, Grayling 22, p. 142-6.

Outras objecoes a teoria de Tarski, concernentes mais a questoes
epistemoldgicas do realismo e do objetivismo do que aos problemas
com a defini¢do de verdade proposta, podem ser encontradas em Black
5, p- 245-9, Kneale 39, p. 238-43, e Strawson 77. p. 267-71. Para uma
mudanca em dire¢do a teoria da redundincia, veja Field 18.

IV. A TEORIA DA VERDADE DE TARSKI

Para recapitular: Tarski propoe que definamos a verdade, ou o
predicado “verdadeiro”, somente para as sentengas de linguagens se-
manticamente abertas. Para evitar inteiramente o risco de paradoxos
semanticos, a defini¢do de “sentenca verdadeira” para uma linguagem L
deve ser formulada numa metalinguagem M que nao contém primitivos
semanticos. Exige-se ainda que a defini¢@o satisfaca a Convencgao T

Note-se que a possibilidade de derivar, a partir da defini¢do de
verdade, todas as instincias do esquema (7), embora suficiente para a
adequacgdo material (isto €, para se obter a extensdo correta do termo
“sentenga verdadeira”), estid muito longe de ser necessaria. Numa lin-

guagem cujas sentencgas sdo definidas por:

“A lua é redonda” € uma sentenga;

se A é uma sentenca, o resultado de prefixa-la por “Nio € o
caso que” também o €,
estas sdao todas as sentengas;
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Tarski descreve uma linguagem como semanticamente fechada se
(1) contiver os nomes de suas prdprias expressdes; (2) contiver
predicados semanticos (como “verdadeiro’) aplicdveis a suas préprias
expressoes; €, (3) para cada sentenga S, contiver uma sentencga (7)) como
um axioma ou teorema (Tarski 79, Secdo 8). As linguagens naturais sao
semanticamente fechadas. Tarski nota que os paradoxos sdo inevitaveis
em linguagens semanticamente fechadas (exceto, talvez, se modificar-
mos a légica). Ocorre que (1) pode ser satisfeita por qualquer lingua-
gemrazoavelmente poderosa (pela técnica de aritmetizacdo); de qualquer
maneira, dificilmente constituiria uma solugdo dos paradoxos restringir
nossa atencdo a linguagens que violam (1). Quanto a (2), ela é, sem
davida alguma, ambigua: “aplicaveis” significa “aplicdveis verdadeira-
mente”, ou apenas “aplicaveis com sentido”? Alguns autores (ver, por
exemplo, Quine 63, p. 7-9) foram levados a supor que se trata deste
dltimo caso, de tal modo que a aplicagdo de um predicado de verdade a
uma sentenga de uma linguagem inadequada deve ser classificada como
gramaticalmente incorreta; isso parece envolver uma interpretacao equi-
vocada do empreendimento tarskiano (ainda mais surpreendente em al-
guém que notou, com clareza, como eram supérfluas as restricdes ao
significado impostas pela teoria dos tipos). Seja como for, 0 Mentiroso
Fortificado indica que o abandono de apenas (2) ndo resolvera coisa
alguma. (3) também necessita de modificacdao. Ocorre que € o enfraque-
cimento da condigdo (3) que se revela crucial para a solugao dos para-
doxos por Tarski.

Mas se (3) deve ser enfraquecida, como a Convencgdo T pode ser
satisfeita? Somente, parece, se a definicao de verdade para uma lingua-
gem L for conduzida em alguma outra linguagem M, de tal modo que,
para cada sentenga de L, formos capazes de derivar uma sentenga (7)
em M. Embora M, a metalinguagem de L, ndo possa ser idéntica a L, ela
pode ser uma extensao da mesma. De forma alternativa, ela pode conter,
como uma parte propria, uma traducgao de toda a L.

Seja L uma linguagem que nio contenha predicados semanticos
de qualquer espécie. A idéia basica consiste em apresentar uma defini-
¢do recursiva, de acordo com a estrutura das sentengas de L°, de um
predicado de verdade “verdadeiro®’ Contudo, ja que o valor de verdade
de uma sentenga quantificada nao € uma fungdo apenas dos valores de
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verdade das sentengas componentes mais curtas, semelhante programa,
nessa forma, revela-se irrealizdvel, e Tarski achou necessdrio definir
recursivamente nao “verdadeiro®’, mas “satisfaz’’, onde satisfacao € uma
relacio que se estabelece (ou nao) entre uma seqiiéncia infinita de obje-
tos extraidos do dominio de interpretacdo e uma férmula aberta. E pos-
sivel, entdo, definir “verdadeiro® como significando “satisfeito® por
todas as seqii€ncias” e “falso® como “satisfeito® por nenhuma seqii€n-
cia” A defini¢do de satisfagcdo serd explicada na préxima secio.

Um aspecto crucial de uma defini¢do recursiva, no qual difere de
uma definicdo explicita, consiste em nos permitir eliminar o termo defi-
nido em apenas alguns dos contextos nos quais ocorre com significado.
Por exemplo, a defini¢do recursiva do sinal de adi¢ao “+”, pelas formu-
las bem conhecidas

x+0=x
x+y =(x+y)

(onde ° representa a operagdo sucessor), permite-nos reduzir o termo
“5 +7” a “12” (e, assim, eliminar inteiramente dele o sinal “+”’), mas

nao nos permite eliminar “+” do termo
o nimero dos planetas + o mimero dos planetas,

embora presumivelmente esse seja um termo perfeitamente significati-
vo. Nao deveriamos dizer que “+” ndo estd definido para esses argu-
mentos (no sentido de nao ter significado, ou de ser gramaticamente
mal formado) somente por nao estar definido para eles. Da mesma for-
ma, o fato de o predicado “verdadeiro® nao estar definido para senten-
cas que ndo pertencem a L° ndo deve nos encorajar a pensar que nio faz
sentido aplicé-lo a tais sentengas. Com efeito, € perfeitamente possivel
(usando a locug¢dao de Quine, por exemplo) construir uma sentenga U
que afirma de si mesma que ela ndo € verdadeira®. Tal sentenca nio se
encontra em L% E é somente para sentengas de L° que podemos derivar,
a partir de nossa defini¢do de “verdadeiro®, uma sentencga (7) apropri-
ada; pois a sentenga (T) para S de fato nos permite eliminar “verdadei-
ra® de “S é verdadeira®™ Mas o Mentiroso somente nos envolve em
problemas por ter uma sentenca (7T) contraditoria. Na auséncia de uma
sentenca (7) para U, nao ha nenhuma contradicgao.
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Em geral, podemos requerer que tantos elementos do dominio satisfa-
¢am uma férmula quantas forem suas variaveis livres. Pense na férmula

X<YAYVKZIAZS<WAWSKUAULKVA..

Podemos entdo tentar definir a propriedade de ser satisfeita por um
subconjunto finito do dominio. Mas isso também nao pode ser feito por
uma defini¢cdo manifestamente recursiva. Pois o conjunto {0, 1} presu-
mivelmente satisfaz cada uma das formulas A, B, C, e também
A A C; mas, presumivelmente, nao satisfaz A A B. Pois x tem que ser 1
para satisfazer A, e nesse caso ndao haveria nada em {0, 1} para que y
satisfizesse B. A solucdo de Tarski para essa dificuldade foi, em cada
caso, atar cada varidavel da linguagem a um tnico elemento do dominio;
e definir a propriedade ser satisfeita por uma segqiiéncia de tais elemen-
tos. Desse modo, diz-se que a férmula v, < v, € satisfeita pela seqiiéncia
m se, € somente se, 0j-€simo elemento dessa seqiiéncia for menor que o
k-ésimo. (Iniciamos a contagem a partir do 0.) Uma vez que nao ha
quota superior a0 nimero de varidveis que possam ocorrer numa for-
mula, temos que permitir seqiiéncias de comprimento ilimitado. E Tarski
portanto define a propriedade de ser satisfeita por uma seqiiéncia infi-
nita extraida do dominio. (Popper 58, p. 335-40, mostra como podemos
proceder com seqiiéncias finitas).

E facil notar que a seqiiéncia m satisfaz —A se, e somente se, nio
satisfaz A; que m satisfaz A v B se, e somente se, satisfaz pelo menos
um, ou ambos, de seus componentes A € B; e similarmente para todos os
outros compostos sentenciais. Mas essa recursividade manifesta nao
sobrevive ao considerarmos as sentencgas quantificadas. Pois a férmula
A =y, < v, € satisfeita por cada uma das seqii€énciasm=0, 1,0, 1,0, ...
en=1,2,1, 2,1, ..., ao passo que o resultado de quantifica-la
universalmente, Vv, A = Vv (v, < v), € satisfeito pela seqiiéncia m,
mas nao pela n. A determinagdo de se uma seqii€ncia m satisfaz ou nao
uma sentencga universal Vx Fx depende ndo apenas de se m satisfaz Fx,
mas também de se outras seqii€ncias satisfazem Fx. Em nossa busca
pela recursividade manifesta, somos portanto levados a considerar a clas-
se das seqiiéncias que satisfazem uma férmula A; e € isto que denotare-
mos por Sat[A]. Note-se que, quando o dominio de interpretacdo € o sistema
de mimeros naturais, Sat[V x (x < y)] € o conjunto vazio, ao passo que
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nao contém x livre, pode ser derivada de A apenas, entdo B pode ser
derivada de Jdx A. Isto é, Jx A é a férmula mais forte, nio contendo x
livre, que pode ser derivada de A; desse modo, Sat[dx A] deve ser a
menor extensao x-estavel de Saz[A]. Isso foi exatamente o que se suge-
riu acima.

Completa-se com isso a defini¢do recursiva de Sat[A], ja que a
definimos para férmulas atdmicas e mostramos como, além disso, ela
pode ser definida para os compostos sentenciais e quantlflcacwnals E
claro que se A for uma sentenca (uma férmula sem varidveis livres),
Sat[A] serd x-estivel e y-estdvel, uma dupla distingio desfrutada somente
por duas classes de pares: P a classe de todos esses pares, e &, o conjunto
vazio. Seguindo Tarski, definimos agora uma sentengaA como verdadeira
se Sat[A] = P, e falsa se Sat[A] = &. Uma sentenca é verdadeira se, e
somente se, for satisfeita por todas as seqiiéncias; caso contrdrio, é
falsa. Para uma ilustracdo geométrica, que talvez possa ser itil, repre-
sentamos nossos pares por pontos em alguma regido limitada do plano.
Uma classe de tais pontos é x-estdvel (y-estdvel) se, e somente se, for
uma paralela, plenamente estendida, ao eixo x (eixo y). Sat[dx A] é assim
obtida a partir de Saz[A] estendendo-a ao longo do eixo x; Sat[Vx A] é
aquela parte de Sat[A] que ja se encontra assim estendida. O diagrama
mostra uma possivel configuragao, e como as classes x-estaveis de pares
se assemelham a cilindros (ou a classes deles). Nao h4, € claro, qualquer
dificuldade, exceto talvez de natureza grafica ou intuitiva, em estender
essas idéias a linguagens com mais do que duas varidveis, ou mesmo
com uma quantidade infinita delas; simplesmente representamos nossas
seqiiéncias por pontos num espaco multidimensional. Se A for uma
sentenca, Sat[A] se encontra plenamente estendida em toda dimensao,
sendo, portanto, ou todo o espagco ou o0 conjunto vazio.

E facil extrair do diagrama a verdade das sentencas:

Todos os estilos estao disponiveis no tamanho 4
Alguns estilos estdao disponiveis no tamanho 5

O tamanho 6 nao esta disponivel em nenhum estilo
Todo estilo esta disponivel em algum tamanho
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e assim por diante. Que féormula A o diagrama como um todo
representaria?

y

f—
=)

- N W A O\ o0 \D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 «x

Os blocos representam Satff{A]. Sat[V x A] é constituida pelas linhas 4, 7, e 8.
Sat[3x A] € obtida preenchendo-se os espagos vazios nas linhas 1-5 e 7-9.

A prova de que a defini¢ao de verdade acima € materialmente ade-
quada (isto €, que ela implica o esquema (7)) esta longe de ser trivial,
muito embora o resultado nao possa ser colocado em divida.

Sabemos, em virtude da ameaca do Paradoxo de Cantor, que nédo
podemos postular numa linguagem, de modo consistente, que o0 dominio
de interpretacao seja realmente um conjunto. Pela mesma razao, a classe
de todas as seqii€éncias extraidas do dominio ndo pode ser um conjunto.
Contudo, para que a defini¢ao recursiva de Sat possa ser substituida por
uma explicita, € necessario que todos os seus valores sejam conjuntos.
Desse modo, € somente numa linguagem com suposi¢coes conjuntistas
mais poderosas que as da linguagem objeto que se torna possivel
proporcionar uma defini¢ao explicita de satisfacdo ou de verdade.

Note que dizer que A € satisfeita por todas as seqii€ncias em algu-
ma interpretagao nao € afirmar que ela € verdadeira em todas as circuns-
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tancias. Poderia facilmente haver outras interpretagoes nas quais ela fosse
falsa. Assim, hi uma nitida separagio entre verdade e verdade 16gica. A
apresentagcao em O’Connor 53, p. 109, revela-se seriamente confusa a
esse respeito. Outras apresentacoes da defini¢ao de Tarski, numa forma
um tanto padrao, podem ser encontradas em Quine 65, Cap. 3, Platts 55,
p- 16-33, Haack 25, p. 104-10. Tanto Quine (em impressdes anteriores)
e Platts tentam formulid-las sem o uso de seqiiéncias na definigio de
satisfacdo, buscando escapar com k-uplas ordenadas. Essa titica nio
funciona se a prépria linguagem objeto contiver certa teoria de conjun-
tos. (Mas ao menos Quine sabe a diferenca entre pares ordenados, diga-
mos, e seqiiéncias de comprimento 2. Platts ndo parece saber. Note-se
que aquilo que acima denominamos pares sdo seqiiéncias, nio apenas
pares ordenados.) Para um tipo diferente de comentirio, cf. Martin 50.

VI. O TEOREMA DE GODEL

Embora poucos filésofos (¢ desde Tarski virtualmente nenhum)
tenham sido suficientemente ousados para esperar que pudesse haver
um critério infalivel para a verdade das sentencas fatuais, por muito
tempo se supds que em matematica, especialmente em aritiética elemen-
tar, tal critério pudesse existir. Pois se pensava que, em assuntos mate-
maticos, os teoremas, ou sentencgas demonstraveis, devessem coincidir
com as sentencas verdadeiras. O que Godel mostrou, no mesmo ano em
que o trabalho de Tarski sobre a verdade era apresentado a Sociedade
Cientifica de Varsovia, foi que tal esperanca era va: mesmo em aritmeé-
tica elementar, as verdades nao podem ser exatamente 0 mesmo que os
teoremas. Se os axiomas da aritmética sao consistentes, Godel mostrou,
ha sentencgas que podemos estabelecer como nao sendo teoremas do sis-
tema, embora possamos reconhecé€-las como verdadeiras (e € trivial que,
se os axiomas forem inconsistentes, alguns teoremas nao serao verda-
des). Godel provou esse resultado numa forma sem divida forte, real-
mente construindo uma sentenga G que parece expressar uma verdade
sobre os nimeros naturais, € que, entretanto, demonstravelmente nao é
um teorema da aritmética (a menos que esta seja inconsistente). Fazendo
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uma suposi¢cao um pouco mais forte, de que a aritmética € w-consistente
(um pressuposto mais fraco que aquele de que os axiomas da aritmética
sao todos verdadeiros), Godel foi capaz também de mostrar que G nao é
refutdvel na aritmética. No entanto, foi Rosser que completou o traba-
lho, estabelecendo que o pressuposto de consisténcia é completamente
suficiente; sob essa condi¢@o, hd uma sentenga G+ (ndo muito diferente
da G de Godel) que € reconhecidamente verdadeira, embora se demons-
tre que ela ndo pode nem ser provada nem refutada no sistema. Em ou-
tras palavras, se a aritmética elementar for consistente, ela sera
incompleta (e, portanto, se for completa, serd inconsistente).

A principal idéia da Prova de Godel pode ser apresentada, como o
foi pelo préprio, como um argumento da diagonal relacionado aos para-
doxos semainticos. Godel referiu-se ao Paradoxo de Richard, mas o
Mentiroso pode ser usado da mesma maneira. Suponha que todas as
sentencas verdadeiras sejam demonstraveis, e vice-versa. Entao, o Men-
tiroso equivale a uma sentenga que afirma sua prépria indemonstrabili-
dade. E ela sera demonstravel se, ¢ somente se, for indemonstravel.
Assim, se um enunciado de aritmética puder afirmar a sua prépria inde-
monstrabilidade, as verdades e os teoremas nao podem coincidir. A pri-
meira vista, esse resultado pode nao parecer muito sério, ja que os
enunciados da aritmética parecem fazer asser¢ées sobre nimeros, nao
sobre sentencas. Contudo, pelo método de aritmetizacdo, ou numera-
¢do de Godel, expressdes da aritmética podem ser representadas, ou
codificadas, por nimeros, € as relagoes entre elas caminharao de manei-
ra estritamente paralela as relagdes aritméticas. Isto €, um enunciado da
aritmética formal nao interpretada, além de ser interpretado como um
enunciado acerca de numeros naturais, pode também ser interpretado
como um enunciado acerca de itens sintaticos; acerca de expressoes da
aritmética e suas inter-relagoes. Godel mostrou como construir uma sen-
tenca G que, naturalmente interpretada na esfera da sintaxe, afirma de si
mesma que ela nao € demonstravel.

Suponha que dispomos de uma lista R, R, R,, ... de todas as
formulas contendo uma variavel livre. Para cada nimero natural n, seja
n o simbolo formal composto pelo algarismo 0 sucedido por n apéstrofos
(simbolos como “ ); n é chamado o numeral do nimero n. (Note-se que
quando n é um nimero, n € um simbolo formal; 2 € um ndmero, por
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exemplo, mas 0°” € um simbolo.) O resultado da substitui¢@o das varia-
veis livres em R, pelo numeral do nimero k sera representado por R [K].
Ora, € possivel ‘encontrar na lista infinita R,, ... uma férmula Rq com
duas propriedades: (i) naturalmente mterpretada como sendo sobre
férmulas, R [n] afirma que R [n] nao € demonstravel; (ii) se R [n] for
demonstrivel na aritmética, entdo (contanto que esta dltima seja
consistente) Rq[n] nao o sera. Ora, considere R [q] Se R [q] for
demonstravel, por (ii) ela ndo o ser; logo, ndo o sera E se ‘ndo for
demonstravel, por (i) serd verdadeira. R [q], na verdade, é a sentenga G
de Godel, uma sentenca que, interpretad; de modo natural, afirma sobre
si mesma que ela nio é demonstrivel.

Como isso se relaciona com o argumento da diagonal? Imagine-
mos uma matriz duplamente infinita cujas linhas sdo indexadas pelas
sucessivas férmulas undérias R, e cujas colunas sdo indexadas pelos su-
cessivos numerais k. Preenchamos cada célula com S ou N dependendo
de se a sentenca Rj[k] € ou nao um teorema da aritmética. Se agora
substituirmos cada S na diagonal por N, e cada N por S, e escrevermos
essa linha antidiagonal na base da matriz, nessa linha havera S na colu-
na n se, e somente se, R [n] ndo for demonstravel na aritmética. Pelo
argumento da diagonal de Cantor, a linha antidiagonal difere, em um
termo, de cada uma das linhas originais, nao correspondendo, assim, a
nenhuma férmula R . Nada pode ser feito a esse respeito. Todavia, o que
Godel fez foi focalizar ndo numa nova linha, mas numa linhaR _ja exis-
tente; uma linha que (contanto que a aritmética seja ®-consistente) pode
ser atingida da seguinte maneira: se R [n] contém N, e esse fato pode
ser provado na aritmética, entdao R [n] contém S; caso contrario, con-
tém N. Claramente, Rq[q] nao pode conter S, e o fato de que contém N
nio pode ser demonstrado na aritmética. Trata-se, pois, de uma verdade
da aritmética que nio € um teorema (supondo-se que a aritmética seja
consistente).

A maior parte da Prova de Gédel encarrega-se de estabelecer que
o sistema formal da aritmética de Peano (os axiomas sao devidos a Dede-
kind; para um enunciado informal e uma discussao, veja Russell 69,
Cap. 1) é de fato adequado para desenvolvermos o que usualmente de-
nominamos aritmética; isto €, cilculos envolvendo nimeros particula-
res. E claro que qualquer sistema axiomitico que inclua o esquema de
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indugdo pode ser usado para muito mais que a elaboragido de meros cal-
culos; também podemos demonstrar, em seu interior, teoremas aritméti-
cos gerais, tais como a existéncia de nimeros primos arbitrariamente
grandes, ou o teorema de Lagrange de que todo nimero pode ser ex-
presso como a soma de quatro quadrados. Nisso ele difere manifesta-
mente de um computador digital como normalmente encontrado. O
hardware de um microcomputador usual é construido para fazer aritmé-
tica com grande velocidade, mas vocé ndo encontrardi nenhum modo
rapido de verificar em seu PC que todo nimero é a soma de quatro
quadrados; ou mesmo um teorema aritmético trivial, como a lei
comutativa da adi¢do (Vx Vy (x+y = y+x)). Contudo, os computadores
podem ser programados para demonstrar tais coisas, contanto que al-
guém lhes diga quais sao os Axiomas de Peano e as regras de inferéncia.
O que ocorre € que as manipulacdes 16gicas de féormulas sao traduzidas
em manipulacdes aritméticas de seus nimeros de Godel (ou c6digos).
E, ja que as regras formais da derivacao l6gica sao completamente me-
canicas, fica claro que determinar se uma seqii€ncia de férmulas consti-
tui ou ndo uma prova valida de sua dltima linha é algo que um computador
corretamente programado poderia verificar. Em outras palavras, trata-
se de um problema aritmético, ou computacional, nao algébrico, ou ge-
ral. Entretanto, as questoes sao bastante diferentes se desejamos nao
apenas verificar a correcao de uma pretensa prova, mas determinar se
uma sentenca particular A € demonstrdvel ou nao; se ela € um teorema.
Embora a producao de uma demonstragao ratifique A como sendo um
teorema, em geral nao ha nenhuma forma pela qual uma simples maqui-
na de calculo possa estabelecer que uma pretendente nao € um teorema.
Ela serad capaz de mostrar, acerca de qualquer demonstracao proposta de
A, que ela ndo € vilida; mas isso ndo € 0 mesmo que mostrar que nao ha
tal prova. Com efeito, o resultado de Godel estabelece exatamente isto:
que hd uma férmula uniria F tal que, para todo nimero n, é possivel
demonstrar F[n]; contudo, nao podemos demonstrar a generalizagao
universal Vn Fn. E gracas a isso que a célula R [n] pode conter N, o
que significa que R [n] ndo € um teorema da aritmética, embora esse
fato mesmo nao seja um teorema da aritmética; e, assim, Rq[n] também
contém N. Essa deve ser a situagdo na diagonal principal, quando n é
idéntico a q.
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Passaremos agora a mostrar como identificar a férmula R nalista
R, R, ... Assumiremos doravante que se uma pretensa demonstragao
realmente prova uma dada sentenga, ou nao a prova, constitui um
problema que pode ser solucionado por mero célculo; e, portanto, que,
se a aritmética formal for adequada para tal cilculo (como Gédel
argumentou que €), serd possivel verificar tais afirmag¢des no interior do
préprio sistema formal. Para tornar isso claro, estendamos um pouco
nossa notacao acima; se A(x, y) for uma férmula com duas varidveis
livres, A[n, k] sera aquilo que ela se torna quando substituimos x (onde
livre) pelo numeral de n, € y (onde livre) pelo numeral de k. Nossa
suposi¢cdo acerca da habilidade do sistema de verificar a corregdo (e
incorre¢do) de supostas demonstragdes pode ser assim apresentada. Deve
haver alguma férmula da linguagem formal, que abreviaremos por
Prov (x, y), que satisfaz as seguintes condi¢oes:

(i) se k € o nimero de Gédel de uma prova da sentenga R [n],
entao Prov[n, k] é um teorema;

(ii) se k ndo € o nimero de Godel de uma prova da sentenga R [n],
entdo —Prov([n, k] € um teorema.

Pode-se dizer que uma formula Prov que satisfacga (i) e (ii) repre-
senta a relagdo numérica: k € o nimero de uma prova que demonstra
R [n]. Pois, ao provar ou refutar a sentenga formal Prov[n, k], devemos
ser capazes de determinar se uma seqii€éncia de formulas com nimero
de Godel k € ou nao uma prova de R [n]. O estabelecimento da questao
relativa a Prov[n, k] constituiria uma representacao formal do cilculo
numérico necessario. Considere agora a férmula —3yProv(x, y). Ela pos-
sui uma dnica variavel livre, e, assim, deve ser uma R , para algumgq. A
sentenga que nos interessa € Rq[q] que podemos escrevcr de modo
mais detalhado, como —dyProv[q, y). Se compreendermos essa sentenga
em termos das condi¢Oes de representacdo (i) e (ii), notaremos que ela
afirma que ndao ha um nimero y que seja um nimero de Godel de uma
demonstracdo de R [q] istoé,R [q] afirma sua propna indemonstrabilidade.

Para vermos que, contanto que o sistema seja consistente, R [q]
nido é demonstrivel, nao precisamos nos preocupar com o modo como
ela foi interpretada. Basta empregar (1). Pois suponha que, afinal, a sen-
tenca Rq[q] fosse demonstravel. Entdo, —JyProv|[q, y) seria um teorema.
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Nesse caso, haveria uma demonstragdo dele, com nimero de Godel k,
digamos; conseqiientemente, por (i), Prov[q, k] seria um teorema. Dis-
so se segue que dyProv[q, y) também seria um teorema, dado que GE é
uma regra valida no interior do sistema. Logo, o sistema seria inconsis-
tente. Usando (1i), também € possivel mostrar que R [q] nio € refutavel,
contanto que assumamos que O sistema possua a segumte proprledade
de m-consisténcia: se para quaisquer numerais k e férmulas A for possi-
vel demonstrar A[k], entdo nao sera possivel demonstrar Jy—Ay. Com
efeito, suponha que possuimos uma refutagio de Rq[q]; por consistén-
cia, nenhum k poderia ser o nimero de Godel de uma demonstragao de
R [q] assim, para todo k, teriamos, por (ii), que —Prov[q, k] € um
teorema. Seguir-se-ia, pela @-consisténcia, que nao poderiamos demons-
trar que dyProv([q, y). Mas isso implicaria, contrariamente a suposi¢ao
feita, que nao poderiamos refutar R [q]

Em artigo posterior, Rosser mostrou que a suposi¢ao de ®-consis-
téncia poderia ser enfraquecida pela mera consisténcia. Ele construiu
uma senteng¢a mais complexa que R (em linhas gerais, uma que afirma
sobre si mesma que, para qualquer demonstragao, existe uma refuta-
¢ao com um nimero de Godel menor) sobre a qual se pode mostrar que
ela poderia ser demonstrada se, e somente se, pudesse ser refutada. O
predicado que Rosser emprega nessa construgao pode ser pensado como
uma linha antidiagonal numa matriz quadrada, onde S significa que R [Kk]
¢ demonstravel, e N, que € refutavel. Para detalhes, veja Kleene 37, p.
204-13, ou Rosser 67. Demonstragcdes mais proximas da prépria ex-
posicao de Godel podem ser encontradas em De Long 15, p. 165-87, ¢
Nagel e Newman 52, p. 68-102. Veja também Hofstadter 31, p. 438-64.
Uma prova mais intimamente relacionada a computabilidade se encontra
em Charlesworth 11. Engenhosa cole¢do de puzzles relacionados ao tema
pode ser encontrada em Smullyan 74, especialmente na parte quatro.

Tem-se afirmado em diversos lugares, mas de forma mais notéavel
em Lucas 43, caps. 24-30 (resumindo diversos anos de discussdo), que
o teorema de Godel mostra que ndo podemos ser identificados a maquinas
de cilculo. A tese de Lucas foi contestada de modo ainda mais freqiiente
e fervoroso; por exemplo, em Webb 82 e 83, p. 229-38, Benacerraf 3,
Good 20 e 21, e, recentemente, Bowie 7. Referéncias a outras criticas
podem ser encontradas neste dltimo artigo. A questdo € mais sutil do
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que certos autores parecem ter notado. Em particular, nao € claro que as
maquinas devam ser identificadas com sistemas formais, € nao com pre-
dicados que podem, de alguma maneira, ser expressos em tais sistemas.
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