A nocdo de estrutura

em matematica e fisica
Jair Minoro Abe

Introducio

No presente artigo, de caréter expositivo, tratamos do conceito de estrutu-
ra e do seu significado para a Matemética e a Fisica. Como nossa exposigio
ndo utilizard a linguagem técnica da matemdtica, ela ser necessariamente pou-
co rigorosa. Todavia, acreditamos que vale a pena chamar a atencdo de mate-
mdticos, fisicos e filésofos para a relevéncia do conceito de estrutura, sem o
conhecimento do qual dificilmente se entenderd, de forma sistemdtica e coe-
rente, os fundamentos da Matemadtica e da Fisica.

Néo obstante as limitagGes do presehte artigo, as indicagdes bibliograficas
que fazemos sdo suficientes para que o leitor interessado obtenha informagées
detalhadas e rigorosas sobre o tema.

G Conceito de Estrutura em Matematica

E sabido que toda a matemética tradicional se fundamenta na Teoria dos
Conjuntos. Podemos dizer, na verdade, que todas as idéias mateméticas sdo de-
finiveis em termos da nogéo de conjunto e que as linguagens de todas as teorias
mateméticas séo particularizacdes da linguagem da Teoria dos Conjuntos.

A Teoria dos Conjuntos baseia-se na Légica Cldssica, para sermos mais
precisos, no que se chama Célculo de Predicados Cléassicos de Primeira Ordem
(com ou sem igualdade). Quando se fala de Teoria dos Conjuntos, € preciso
que se tome cuidado; de fato, desde as investigagoes de mateméticos como K.
Gadel (1906-1978) e P. J. Cohen (1934- ), constatou-se que h4 vérias Teorias
de Conjuntos-ndo equivalentes entre si. Em algumas delas, sdo vélidos certos
principios, como o Axioma da Escolha, que ndo valem em outras.

Aqui, na verdade, quando falarmos de Teoria dos Conjuntos, estaremos
nos referindo implicitamenie ao sistema conhecido como Zermelo-Fraenkel ou,
simplesmente, ZF, que se fundamenta em axiomas especificos e bem conheci-
dos, sobre os quais nio entraremos em detathes aqui.

A Matemiética Pura atual pode ser definida como o estudo das estruturas
conjuntistas. Isto ficou patente, principalmente ap6s os trabalhos de N. Bour-
baki (1957 e 1968). Ap6s a obra desse polifacético matemdtico francés, a Ma-
teméitica se converteu na investigacdo de estruturas bem definidas, as quais
Bourbaki tratou tinuciosamente nos seus Eléménts de Mathématique, que hoje
j4 possui mais de 30 volumes. .

Se, agora, é lugar-comum o fato de a Matemdtica ter se convertido no es-
tudo de certas estruturas, néo foi simples o caminho percorrido para se chegar a
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tal conclusdo. Com efeito, Bourbaki escreve: “]_5,, portanto, tentador asseverar
que a moderna nocéo de ‘estrutura’ existia substancialmente por volta de 1900,
mas de fato outros trinta anos de preparacio se evidenciaram necessérios, antes
de sua completa aparicdo. Certamente, ndo € dificil reconhecer estruturas da
mesma espécie quando elas sdo de natureza suficientemente simples; com as
estruturas de grupo, por exemplo, isto se alcancou em meados do século XIX.
Porém, no mesmo periodo, Hankel estava ainda lutando, sem sucesso total, para
extrair as idéias gerais de corpo e de extensdo de corpo, que ele manejou para
expressé-las apenas na forma semimetafisica de um principio de permanéncia...,
e que foram definitivamente formuladas por Steinitz quarenta anos depois.
Mostrou-se especialmente dificil se escapar do sentimento de que os objetos
matemdticos sao ‘dados’ junto com suas estruturas, e tardou diversos anos de
andlise funcional para fazer com que os matematicos se familiarizassem com
a idéia de que, por exemplo, existem vérias topologias ‘naturais’ no conjunto
dos nimeros racionais e virias medidas na reta real. Com esta dissociag@o, a
passagem a definicdo geral de estrutura... se efetuou finalmente” (Bourbaki,
1968, p. 317-18).

Antes de tentarmos definir o conceito de estrutura matemétical, daremos
alguns exemplos:

a) Semigrupo: € uma estrutura (S,0) formada por um conjunto S sobie o qual
estd definida uma operagdo bindria o associativa, ou seja,
xo0 (yoz)=(xey) oz, para quaisquer x,y,z ¢ S.

b) Grupo: é um semigrupo (G,e) que satisfaz as seguintes condicGes suple-
mentares:

1) existe em G um elemento 1, denominado identidade de G, tal que, qual-
quer que seja o elemento x de G,

lox = x0l = x;

2) para qualquer y pertencente a G, existe um elemento que representaremos
por y~1, dito inverso de y, tal que:
yoy'l =y loy = 1

Se, além disso, for valida a lei comutativa, isto é, se xoy = yox, quais-
quer que sejam X,y ¢ G, o grupo diz-se comutativo ou abeliano.

) Anel: € uma estrutura (A,+,0) constituida por um conjunto A, e duas opera-
¢Oes binirias, representadas pelos sinais (+) e (o), satisfazendo os seguintes
postulados:

1) O conjunto A com a operagédo (+) constitui um grupo comutativo, deno-
minado grupo aditivo do anel;

2) A com a operagdo (o) € um semigrupo, dito semigrupo multiplicativo do
anel;

1 Sobre as estruturas aqui consideradas e outras, cf. Arnold (1978); Gritzer (1978);
Greub (1975); Halmos (1948); Jacobson (1964); Kelley (1955) ¢ Rotman (1965).
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3) A operagdo (o) € distributiva a direita e 4 esquerda relativamente 3 opera-
¢do (+), isto €,
x0(y+z) = xoy+xoz

(y+z)ox = yox+zox, quaisquer que sejam x,y,z & A.

Denomina-se zero de um anel o elemento identidade de seu grupo aditivo,
isto €, o elemento O tal que:

0+x = x+0 = x, qualquer que seja x eA.

“Composition n 7" (1925). Fernand Leger
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Se o conjunto A excluido o zero for ainda um semigrupo relativamente a
operacio (o), o anel é denominado dominio (ou anel) de integridade. Isto
implica que se x e y sdo distintos do zero, xey €, também, distinto de ze-
ro. Exprime-se este fato dizendo que os dominios de integridade ndo pos-
suem divisores de zero, isto €, ndo existem elementos x,y distintos de 0,
tais que xoy = 0.

Um dominio de integridade K tal que o sistema constituido por K, exclui-
do o zero, e a operagao (o) € um grupo abeliano, diz-se corpo.

d) Espagos topolégicos: s@o sistemas constituidos por um conjunto S e uma
familia de subconjuntos de S, ditos abertos, satisfazendo as seguintes condi-
goes:

1) O subconjunto vazio® e o préprio S séo abertos;
2) A unifio de uma famflia qualquer de abertos € aberta;
3) A intersecgdo de uma familia finita de abertos € aberta.

¢) Estruturas de ordem (ou sistema parcialmente ordenado): sao sistemas for-
mados por um conjunto R sobre o qual est4 definida uma relagdo bindria=
(que se 1é: precede ou menor ou igual) que goza dos seguintes postulados:

1) Reflexiva: se x pertence a R, x <x;

2) Anti-simétrica: se X,y ¢ R, com x <y e y <x, entdo x=y;

3) Transitiva: se x,y,z ¢ R,comx<yey=<z,entiox<z.

Se o sistema parcialmente ordenado (R,<) € tal que x<y ou y=<x, para
quaisquer x,y ¢ R, entdo ( R,<) diz-se um sistema totalmente ordenado.
Outro exemplo, muito importante, sdo os reticulados, para cuja conceituagio

utilizam-se as nogdes de infimo e supremo. Diz que o elemento a ¢ R € o in-
fimo de um subconjunto A de R, se:

1) a<x, para qualquer x ¢ A;

2) Sey=<x,paratodoy € A, entdo y<a.

A defini¢do de supremo, inteiramente aniloga a de infimo, néo apresenta di-
ficuldades. Isto posto, os reticulados podem ser definidos como estruturas

compostas por um conjunto R e uma relagao de ordem parcial em R, tal que
cada par de elementos de R possui um infimo € um supremo.

f) Variedade diferencidvel: vma variedade diferencidvel de dimensdo n é
constituido de um conjunto M ¢ uma famflia de aplicagdes injetivas
f U o C IR2> M de abertos U o € IR" em M tais que:

DUfeUw=M;

2) Para todo par (a , B) com fo (U )Nf R (Ua) = W#0, os conjuntos
fol (W) e f g1 (W) sio abertos em IRR ¢ as aplicagbes f g1 0 f q,
fa~1o fg af definidas sdo diferencidveis.

O par EU o f o) (ou a aplicagdo f o) denomina-se uma parametrizacao
de M e a familia { (U o, f o) } chama-se uma estrutura diferencidvel em
M.
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Vé-se, por
conseguinte, que,
grosso modo, uma
estrutura matemética
se origina quando se
definem certas
fungoes, relacdes ou
colecdes de conjuntos,
a partir de certos
conjuntos bésicos
dados.

“The Studio” (1928). Pablo Picasso

g) Espaco fibrado tangente a uma variedade diferencidvel: seja TM o con-
junto de todos os vetores tangentes a M, onde M € uma variedade diferen-

cidvel de dimenséo n, isto €,
T™ ={(p,w) |p e Mew & TpM},
onde TpM indica o espago vetorial tangente a M no ponto p.
Pode-se mostrar que TM é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n ¢ €
denominada espaco fibrado tangente a M.

Vé-se, por conseguinte, que, grosso modo, uma estrutura matemética se
origina quando se definem certas fungdes, relages ou colegdes de conjuntos, a
partir de certos conjuntos basicos dados.

Assim, no conceito de grupo, tem-se uma operagdo definida sobre um
conjunto dado. A estrutura de espago vetorial real se obtém definindo-se certas
operagées, tendo como ponto de partida dois conjuntos: o dos vetores ¢ 0 do
corpo dos reais. No caso das Variedades diferencidveis, torna-se patente que se
comega com um conjunto bésico e a partir daf se define a estrutura.

Todos os capftulos da Matemética Pura se caracterizam pelos tipos de es-
truturas que ela estuda.

Na Algebra, nos ocupamos das chamadas estruturas algébricas que, numa
primeira aproximagdo, se reduzem a conjuntos sobre os quais definem-se certas
operagées determinadas por propriedades convenientes (no caso de grupo, a
operagiio precisa ser associativa, ter elemento neutro e cada objeto do grupo
tem que admitir inverso).

A Topologia trata dos espagos topoldgicos e de algumas outras estruturas
aparentadas. Tais estruturas permitem conceituar com rigor as nogoes intuitivas
de continuidade, vizinhanga e limite.

Na Teoria das Estruturas de Ordem, ocorrem estruturas nas quais a rela-
¢iio basica é uma relagio de ordem, tais como conjuntos totalmente ordenados,
reticulados, dlgebras de Boole, etc.
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Segundo Bourbaki, a Matemética atual se reduz ao estudo das estruturas
que se originam das algébricas, das de ordem e das topolégicas, quando essas
estruturas sdo combinadas entre si. Facilmente, verifica-se que as vdrias estru-
turas acima mencionadas sdo combinagGes desses tipos de estrutura. Por exem-
plo, todas as propriedades comuns dos nimeros reais decorrem do fato deles
constituirem um corpo comutativo (conceito algébrico), ordenado (conceito de
ordem) e completo (conceito topolégico).

Os vérios tipos ou familias de estruturas de mesma natureza chamam-se
uma espécie de estrutura.

Em sintese, a Matemética € a ciéncia das espécies de estruturas.

“*Simultaneous Counter-Composition™ (1929). Théo van Doesburg

A Teoria Geral das Estruturas foi muito desenvolvida a partir das obras de
Bourbaki, de Alfred Tarski (1902-1983) e seus discipulos. Existe uma parte da
Légica que se intitula Teoria dos Modelos e cujo objetivo é o estudo de certas
estruturas denominadas estruturas de primeira ordem. Como a Teoria dos Mo-
delos € uma das mais importantes partes da Ldgica, nao apenas do ponto de
vista 16gico-matemitico puro, como, também, pelas aplicagées na prépria Ma-
temdtica, na Fisica e nas Ciéncias Humanas, constata-se o grande significado
da Teoria Geral das Estruturas Matemdticas.

Bourbaki tratou das estruturas mateméticas de um ponto de vista sintatico,
encarando-as como construgdes lingiiisticas. DA COSTA ¢ CHUAQUI (1988,
p. 95-112), combinando as idéias de Bourbaki com os principios fundamentais
da Teoria dos Modelos, estdo desenvolvendo uma teoria geral das estruturas
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que engloba aspectos sintiticos ¢ seménticos (seméntica 16gica € sin6nima de
Teoria dos Modelos), o que estende ¢ amplia a obra de Bourbaki.

Para o filésofo e o especialista em Fundamentos da Matemitica, € impres-
cindivel que ele tenha consciéncia do fato de que a Matemética se reduz 4 Teo-
ria das Estruturas Conjuntistas. Com efeito, s6 se pode fazer hoje em dia uma
idéia razodvel dessa ci€ncia tendo-se em mente tal fato.

A concepcdo estrutural da Matemética uniformiza e unifica toda essa
ciéncia, particularmente quando néo se perde de vista a dimensdo seméntica do
conceito de estrutura.

Quase todos os grandes teoremas 16gicos podem ser reformulados como
consistindo em resultados da Teoria das Estruturas. Por exemplo, o célebre
primeiro teorema de incompletude de Gddel nos mostra que certos tipos de es-
truturas, como a aritmética dos nimeros naturais, nao sao suscetiveis de serem
caracterizados de modo completo por determinados sistemas de axiomas.

O Conceito de Estrutura e as Virias Teorias de Conjuntos

Dissemos anteriormente que existem vérias Teorias de Conjuntos, todas
baseadas na Légica Cl4ssica mas que ndo sdo equivalentes entre si. Dentre es-
sas teorias, existem alguns que seguindo Cohen batizamos de Ndo-Cantorianas:
elas sdo teorias (ou modelos) que divergem da teoria usual por nelas nio serem
vélidos certos principios como o Axioma da Escolha, a Hip6tese do Continuo
ou a Hipétese de Suslin.

A designagdo de Nao-Cantoriana se justifica por analogia com as Geome-

- trias Nao-Euclidianas. Georg Cantor (1845-1918) criou a Teoria dos Conjuntos

Para o fil6sofo e 0
especialista em
Fundamentos da
Matemética, é
imprescindfvel que ele
tenha consciéncia do
fatode que a
Matemética se reduz &
Teoria das Estruturas
Conjuntistas.

por volta de 1872. Posteriormente, a teoria de Cantor foi axiomatizada, isto &,
codificada de uma maneira rigorosa, especialmente por Ernst Zermelo
(1871-1956) e Abraham Fraenkel (1891-1965) que edificaram a chamada Teo-
ria ZF, de Zermelo-Fraenkel (para a construgio dessa teoria, as investigagGes
de Tohralf Skolem (1887-1963) foram imprescindiveis e, talvez, fosse mais
justo chamé-la de Teoria de Zermelo-Fraenkel-Skolem).

Entdo, ap6s os trabalhos de Cohen, foram edificadas vérias teorias alter-
nativas da cldssica, exatamente como as Geometrias Nio-Euclidianas foram
edificadas como geometrias alternativas da Geometria Euclidiana Cld4ssica.

Dentre as teorias Nao-Cantorianas, uma das mais surpreendentes € a de

R. Solovay, que construiu um modelo de Teoria dos Conjuntos no qual
ndo vale o Axioma da Escolha na sua forma geral, embora seja vélida uma for-
ma particular do mesmo. Nessa teoria, observamos, para quem est4 familiariza-
do um pouco com a Andlise, que todo subconjunto da reta é mensurdvel segun-
do Le-

besgue. Por conseguinte, qualquer pessoa que tenha se dedicado & Anélise
tradicional verifica quio surpreendente é o modelo de Solovay.

A matemitica desenvolvida no modelo de Solovay denomina-se Matem4-
tica de Solovay.

Surpreendentemente, a referida Matemética ndo € idéntica 4 matemdtica
comum. Até h4 pouco tempo, pensava-se que mesmo que existissem vérias sis-
tematizagGes nao-equivalentes da Teoria dos Conjuntos (teorias de ZF, de von-
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Neumann-Bernays-Godel e de Kelley-Morse,...) as mateméticas todas elas eram
uma s6. O que a Matemdtica de Solovay mostra € o seguinte: quando a mudan-
¢a nos fundamentos da Teoria dos Conjuntos € muito grande, ela afeta a propria
matemitica resultante. )

WRIGHT (1973) mostrou que, na Matemdtica de Solovay, todo operador
linear num espago de Hilbert € limitado, resultado que evidencia a enorme dife-
renca que existe entre a teoria cldssica dos espagos de Hilbert e a edificada so-
bre 0 modelo de Solovay (SOLOVAY, 1970 e WRIGHT, 1973). Em sintese,
chega-se 4 conclusdo de que nao somente hd vérias Teorias de Conjuntos, mas,
também, virias Matemadticas alternativas. Claramente, isto tem a mais alta signi-
ficagdo para o filésofo e o especialista em Fundamentos; acreditamos que hoje
ndo se pode mais formular uma concepcdo da Matemdtica sem se levar o que
dissemos em conta.

Presentemente, as técnicas para se obterem modelos ou teorias Nao-Can-
torianas ou que divirjam da Teoria dos Conjuntos tradicional das formas mais
variadas sdo duas: o Forcing e a Teoria dos Modelos Booleanos (BELL, 1977;
COHEN, 1966 ¢ KUNEN, 1980).

As Estruturas na Fisica

As teorias fisicas encerram, em geral, muita matemdtica. Na realidade,
podemos dizer que uma teoria fisica, em uma primeira aproximagio, consta de
duas partes: uma espécie de estrutura matemética e um conjunto de regras que
nos dizem como se liga essa espécie de estrutura a um dominio de uma expe-
riéncia ou a uma porgio da realidade.

A nogdo acima de teoria fisica pode ser burilada, apresentando-se sob
uma versdo mais trabalhada, que d4 melhor conta do papel das teorias fisicas
(DA COSTA, 1987; DA COSTA e CHUAQUI, 1985; DA COSTA, 1988; DA COSTA
e DORIA, 1988a,b; MOULINES, 1975; STEGMULLER, 1979; SUPPES, 1957
e 1967). Para nds, no entanto, ndo nos interessam essas versoes sofisticadas:
consideramos uma teoria fisica T como um par de uma espécie de estrutura
matemitica E ¢ um conjunto de regras R que conectam a teoria e suas aplica-
¢oes possiveis: T = (E,R).

Muitos autores imaginam uma teoria fisica como uma entidade lingtifstica:
elas se comporiam de uma linguagem apropriada, de certos axiomas bésicos e
de determinadas regras que interpretariam total ou parcialmente a linguagem em
apreco. Esta concepcido lingiiistica de teorias, tdio comum aos fil6sofos, ndo se
mostra conveniente, pois a axiomatiza¢do completa de uma teoria como a Teo-
ria Geral da Relatividade € praticamente impossivel: ter-se-ia que escolher uma
légica, axiomatizar inteiramente vérias partes da Matemadtica pressupostas pela
teoria, estudar-se as diversas categorias de entidades lingiifsticas necessdrias,
tratar-se de questoes sintiticas e seménticas complexas, etc. PATRIK SUPPES
(1957 e 1967), desde a década de 50, propugna por um model theoretic
approach, isto €, uma concepgdo conjuntista da Fisica e das ciéncias em-
piricas em geral, que consiste em consideri-las como espécies de estruturas
matemdticas complementadas com certas regras de aplicacéo 2. Essencialmente,

2 Para maiores detalhes, cf. Da Costa, N.C.A. e French, S. “The model-theoretic approa-
ch in the Philosophy of Science” em: Philosophy of Science. (no prelo).
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a visao de Suppes e de outros filésofos como E.W.Beth consiste em encarar as
teorias fisicas (e das ciéncias em geral) como pares, do medo acima indicado.

Para fixar idéias, examinemos alguns exemplos concretos:
a) Mecdnica Qudntica Cldssica

A Mecéinica Quintica Classica, de conformidade com J.von Neumann
(1903-1957), ndo passa da geometria de certos espagos de Hilbert suple-
mentada por meio de regras que conectam essa geometria com a realidade.
Em poucas palavras, a Mecénica Quintica tradicional tem como espécie de
estrutura matemdtica subjacente, a de espaco de Hilbert; e a investigagao
matemdtica dos fundamentos da Mecanica Quéntica se resume, entdo, no
estudo dos espacos de Hilbert e estruturas correlatas.

b) Teoria Geral da Relatividade

A estrutura da Teoria Geral da Relatividade € uma variedade diferencidvel
Riemanniana que satisfaz certas condigées de que ndo nos ocuparemos
aqui. Do prisma matemitico, a Relatividade Geral cai dentro do escopo da
Geometria das Variedades, em particular, da Geometria Riemanniana. A
essa variedade se associam, de maneira normal e tratada na Teoria Geral
das Estruturas Matemadticas, outras estruturas deduzidas da variedade dife-
rencidvel inicial, como o fibrado tangente e certos espagos vetoriais e tenso-
riais, que apresentam profundo significado fisico.

Como virios autores tem procurado mostrar, as teorias fisicas se assentam
sob um nimero relativamente pequeno de estruturas mateméticas (ARNOLD,
1978 ¢ DA COSTA e DORIA, 1988a,b). Parece que grande parte da Fisica tem
como estruturas-mae as de variedade topoldgica (em particular, de variedade
diferencidvel), de grupo contfnuo (em particular, de Grupo de Lie) e de espaco
de medida, bem como determinadas estruturas-extra que delas derivam de modo
candnico. Podemos asseverar que a Fisica Matemética se resume no estudo das
estruturas matemdticas subjacentes as teorias fisicas.

Mais uma vez se percebe o grande significado do conceito de estrutura
para a Filosofia da ciéncia em geral. Nédo se pode compreender a natureza das
ciéncias empiricas, em especial, da Fisica, sem se entender a concepgéo estrutu-
ral da ciéncia, que € a concepgdo que acabamos de resumir.

Para sua formagao geral, nenhum cientista, ¢ muito menos um filésofo,
pode ignorar a tendéncia estruturalista descrita.

Alguns autores, como P. A. Benioss, DA COSTA e DORIA (1988a,b),
tém ido além e procurado verificar quais as conseqiiéncias que podem ter para a
Fisica as possiveis mudangas de Teoria dos Conjuntos: ji vimos que modifi-
cando a Teoria dos Conjuntos subjacente a uma estrutura (deve ter ficado pa-
tente que toda estrutura € uma construgdo conjuntista) ela possui propriedades
diversas das que possuia antes. Poe-se, entdo, a indagacdo: as transformagdes
das Teorias de Conjuntos tém algum significado fisico? Quaisquer que sejam as
respostas a esta questio, percebe-se facilmente que se estd em face de uma si-
tuagdo absolutamente nova em Fundamentos da Fisica, anos atrds, nunca so-
nhada por nenhum pesquisador. Nesta drea, tudo esti apenas comegando e € de
prever-se significativos avangos no futuro.
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“Relief”” (1935). Ben Nicholson
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A Teoria das
Estruturas pode ser
abordada de uma
perspectiva totalmente
diversa da conjuntista.
Referimo-nos &
concepedo Functorial
das estruturas
mateméticas, que se
baseia no conceito de
Categoria, e que teve
em Charles
Ehresmann o sea
fundador.

Observacoes
A teoria das Estruturas pode ser abordada de uma perspectiva totalmente

diversa da conjuntista. Referimo-nos & concepgdo Functorial das estruturas
matemdticas, que se baseia no conceito de Categoria, € que teve em Charles
Ehresmann o seu fundador (EHRESMANN, 1957). Esta maneira de tratar as
estruturas matematicas €, em boa por¢do, equivalente a conjuntista. Futura-
mente tencionamos expd-la, tratando de suas vantagens e desvantagens, espe-

cialmente para os Fundamentos da Matemitica e da Fisica.

David Hilbert (1862-1943) formulou, em 1900, uma série de 23 proble-
mas que o século XIX legaria aos vindouros; esta lista moldou muito o desen-
volvimento da Matematica em nosso século. Parece interessante, pois, lembrar-
mos aqui, que o sexto problema de Hilbert estava relacionado com a axiomati-
zagao das teorias fisicas, isto €, a questiio da obtengao das estruturas matemati-
cas que subjazem as principais teorias fisicas. Hilbert escreve:

“As investigagoes dos fundamentos da geometria sugerem o problema:
Tratar, de maneira semelhante, por meio de axiomas, aquelas ciéncias
fisicas nas quais a matemdtica desempenha um papel importante; em
primeiro plano estdo a teoria das probabilidades e a mecénica” (grifo
do autor).

“Investigaches relevantes, feitas por fisicos, sobre os fundamentos da
mednica, ji existem; eu me refiro aos escritos de Mach, ... Hertz, ...
Boltzmann ... ¢ Volkmann ... . E, portanto, desejivel que a discussdo
dos fundamentos da mecénica seja levada a efeito também por matemati-
cos. Assim, o trabalho de Boltzmann sobre os principios da mecénica
sugere o problema de se desenvolver matematicamente 0s processos-li-
mites, nele meramente indicados, que levam de um ponto de vista ato-
mistico as leis do continuo. Inversamente, poder-se-ia tratar de derivar
as leis do movimento dos corpos rigidos por um processo limite, a partir
de axiomas envolvendo a idéia de variagdo continua das condigGes de
um material que encha o espago de forma continua, condigdes essas de-
finidas por pardmetros. Porque a questdo da equivaléncia de diferentes
sistemas de axiomas €, sempre, de grande interesse tedrico.”

“Se a geometria deve servir de modelo para o tratamento dos axiomas da
fisica, convém que se tente primeiramente, por meio de pequeno niimero
de axiomas, delimitar uma classe, tdo extensa quanto possivel, de fen6-
menos fisicos, e, entdo, pela adicdo de novos axiomas, chegar-se gra-
dualmente 3s teorias mais especiais. Ao mesmo tempo, o principio de
Lie da subdivisao talvez possa ser deduzido de uma teoria profunda dos
grupos infinitos de transformagées. O matemitico terd de levar em conta
nao apenas as teorias préximas da realidade, mas, também, como na
geometria, todas as teorias logicamente possiveis. Ele precisa estar alerta
para obter um inventdrio completo de todas as conclusées que sdo con-
seqiiéncias do sistema de axiomas assumido;”’

‘“Mais ainda, o matemdtico tem o dever de testar exatamente, em cada
instincia, se os novos axiomas sao compativeis com os axiomas previa-
mente admitidos. O fisico, quando suas teorias se desenvolvem, muitas
vezes se encontra forcado, pelos resultados de suas experiéncias, a for-
mular hipSteses novas; ele se baseia, para garantir a compatibilidade
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“Composition’’ (1934). Jean Hélion

dessas hipdteses com os axiomas anteriores, somente nas experiéncias
efetuadas ou em certa intuigdo fisica, pritica essa que na construgao ri-
gorosamente légica de uma teoria ndo € aceitdvel. A demonstragéo de-
sejada de compatibilidade de todas as pressuposigées parece-me, tam-
bém, de relevancia, pela circunstincia de que o esforgo para sc obter tal
demonstragio sempre nos conduz, mais efetivamente, a uma formulagéo
exata dos axiomas.” (Hilbert, 1976, p. 1-34).
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