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RESUMO 

Consideramos o jogo de mercado cooperativo onde objetos identicos e indivisiveis estao para ser vendidos 

por um unico vendedor para compradores potenciais. As preferencias dos agentes sao descritas por valores 

de reserva e todos os compradores podem comprar ate uma dada cota de objetos. O mecanismo de compra 

e venda e um leilao de lance lacrado. Os lances submetidos determinam um intervalo [p^ p*] do qual um 

pre^o de equilfbrio competitivo pode ser selecionado. O pre^o p e Ap#+(1-A)p*, onde cada escolha de 

Ae[0,l] e de uma regra de aloca9ao dos objetos definem um mecanismo diferente. Cada um desses 

mecanismos induz um jogo nao cooperativo. Sob certas condi^oes de regularidade, caracterizamos as 

estrategias dominadas e mostramos que se, em qualquer dos leiloes, os compradores jogam um equilfbrio 

de Nash com estrategias nao dominadas, entao o payoff de equilfbrio e o pre^o mfnimo de equilfbrio segundo 

as verdadeiras avaliagoes. 

Palavras-chave: mecanismo, leilao, pre^o competitivo. 

ABSTRACT 

We consider the cooperative market game where identical and indivisible items are to be sold by only one 

seller to potential buyers. Agents' preferences are described by a reservation value and all buyers can buy up 

to their quota of objects. The buying and selling mechanism is a sealed bid auction. Submitted bids determine 

an interval [/?„ p*] from where a market-clearing price can be selected. The price p is Ap#+(1-A)p*, where 

each choice of Ae[0,l] and of a matching rule define a different mechanism. Each of these mechanisms 

induces a non-cooperative game. Under plausible assumptions we characterize the dominated strategies. 

Moreover, when buyers play a Nash equilibrium with non-dominated strategies, then the equilibrium payoff 

is the minimum competitive equilibrium under the true values. 
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1 Introdu^ao 

Este trabalho constitui a terceira parte de um estudo sobre um simples jogo de mercado 

de dois lados, iniciado em Sotomayor (1999a). Esse jogo consiste de um mercado de 

compra e venda, com um unico vendedor interessado em vender varios objetos indivisiveis 

e identicos, e um conjunto de compradores, cada um dos quais esta interessado em comprar 

ate uma dada cota de objetos. Cada agente coloca um valor monetario sobre cada um dos 

itens. Estes sao os valores de reserva dos objetos para os agentes. O valor de reserva de 

um comprador significa a quantia maxima pela qual ele aceitaria comprar qualquer um dos 

bens. O valor de reserva do vendedor representa o prego minimo pelo qual ele aceitaria 

vender qualquer um dos objetos. E considerado o caso mais simples, em que o valor de 

reserva de um comprador para um objeto nao depende de quantos objetos ele obtera. Assim 

os valores de reserva dos objetos para um dado agente sao iguais. 

Uma interpreta^ao para este mercado e a seguinte. O vendedor tern em maos uma oferta 

de $s para cada um dos objetos, proveniente de algum agente nao pertencente ao mercado, 

que comprara qualquer quantidade de objetos que Ihe seja oferecida, por esse pre^o. Cada 

comprador j (que pode ser pensado como um intermediario em vez de um consumidor final 

do objeto) tern em maos uma oferta de $a., por objeto, de um cliente que se compromete a 

comprar qualquer quantidade k<r. de objetos, se esta quantidade Ihe for oferecida pelo 

comprador (por exemplo, o cliente tern uma agencia de carros que so tern espago para mais 

r. carros). Desde que o vendedor sabe que pode ganhar no minimo $s por objeto, ele nao 

vendera nenhum objeto a um pre90 inferior a $s. Desde que cada comprador j sabe que 

comprando qualquer quantidade de objetos menor ou igual que r. (mas nao mais) ele podera 

revender todo o lote pelo pre?© de $a. cada unidade, ele nao comprara nenhum objeto por 

um prego maior que Sa. e nao comprara mais do que r. objetos. 

Assim se o vendedor vende fc <r. objetos a cada comprador j, por $p cada unidade, ele 

ganha Sfkn) de cada comprador j\ cada comprador; ganha $k.(a-p), 

A fun^ao do mercado e encontrar uma aloca9ao factfvel: um matching e um pre?© 

factiveis. Um matching factfvel e uma aloca9ao dos objetos para os compradores, que 

designa a cada comprador, no maximo, a sua cota de objetos e tal que cada objeto e alocado, 

no maximo, uma unica vez. Um pre?© factfvel e um numero que e maior ou igual ao pre?o 

de reserva do vendedor e e o mesmo para todos os objetos. 

A condi?ao de todos os objetos serem vendidos pelo mesmo pre?o e razoavel, visto que 

existe um unico vendedor e todos os objetos sao identicos. Entretanto existem situa?oes 

economicamente naturais em que o vendedor discrimina, especificando diferentes pre?os 
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para diferentes compradores. Esta e, por exemplo, a situa^ao com que nos deparamos num 

mercado de trabalho. Aqui os vendedores sao trabalhadores que vendem seus servigos as 

firmas, por salaries. Cada trabalhador dispoe de uma cota de boras de trabalho por semana 

que ele podera distribuir entre as varias firmas que porventura o empregarem. Cada firma 

podera contratar ate uma certa cota de unidades de homens-hora de trabalho por semana. 

Um dado trabalhador pode ser empregado por diferentes firmas, por diferentes salarios- 

hora. Mas dentro de uma mesma firma ele recebe o mesmo pagamento por cada hora de 

trabalho semanal. O nosso modelo corresponde ao caso em que o numero de trabalhadores 

e igual a um. Neste caso o valor de reserva da firma j 6 o salario-hora maximo que ela 

pagaria ao trabalhador. Naturalmente, o salario-hora mfnimo que o trabalhador aceitaria 

para trabalhar numa dada firma podera variar dependendo da atividade que ele realizara 

na firma. 

A regra do jogo de mercado e que qualquer comprador pode efetuar uma transagao, 

juntamente com o vendedor, e dividir entre si os ganhos da transagao da forma que 

desejarem; um comprador e livre de nao comprar nenhum objeto e o vendedor e livre de 

nao vender nenhum de seus objetos. 

Como foi argumentado em Sotomayor (1999a), o conceito solu^ao adequado a este tipo 

de mercado e o de equilfbrio competitivo. Relembremos brevemente este conceito: 

Um dado prego p e um prego de equilibria competitivo se e factivel e se existe um 

matching factivel x tal que (a) p e o prego de reserva do vendedor se houver algum objeto 

nao designado por x e (b) se k>0 objetos sao designados a um comprador por x, entdo, 

dado p, nenhuma outra quantidade dard a este comprador um ganho total maior do que 

o que ele obtem com a quantidade k. 

Neste caso dizemos que {pyx) e um equilfbrio competitivo e que x e compatfvel com p. 

Em Sotomayor (1999a) e mostrado que se {pyx) e um equilfbrio competitivo entao x e 

um matching otimo. Reciprocamente, todo matching otimo e sustentado por qualquer pre50 

de equilfbrio. 

A ideia de um matching otimo e a seguinte. Se k objetos sao designados a um comprador 

j} entao o valor do par (jyk) e k vezes a diferenga entre o valor de reserva dey e o pre^o de 

reserva do vendedor. Dado um matching factivel, a soma dos valores de todos os pares 

{jyk), onde k € o numero de objetos designados ao comprador j, e chamada de valor do 

matching. Um matching e otimo (ou a alocagdo dos objetos e eficiente) se ele tern o valor 

maxima dentre todos os matchings factiveis. 
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E possfvel que em um matching otimo alguns objetos nao sejam alocados. Pode, tambem, 

existir mais de um matching otimo. Isto ocorre quando dois ou mais compradores tern os 

mesmos valores de reserva. Por exemplo, se existem dois compradores com cota 2 e o mesmo 

valor de reserva igual a V, e dois objetos com pre?© de reserva menor que V, entao e otimo 

alocar um objeto para cada comprador ou alocar dois objetos para um deles e nenhum objeto 

para o outro. Nestes dois ultimos casos dizemos que o matching otimo e simples. 

Este modelo de mercado e uma generaliza?ao do caso bem conhecido em que todos os 

compradores tern cota igual a um e tern sido amplamente explorado na literatura de leilbes 

de multiplos objetos identicos. Em geral se supoe que os compradores podem comprar 

todos os objetos ou que existe uma limitacjao sobre o numero de objetos imposta pelo 

mercado, que e a mesma para cada comprador. Ele esta, tambem, relacionado com o jogo 

de designa?ao multipla (ver Sotomayor, 1992 e Crawford e Knoer, 1981). A diferen?a e 

que num jogo de designa?ao de multiplos parceiros os pre§os podem ser distintos mesmo 

que os valores de reserva dos objetos sejam os mesmos por parte dos compradores. Isto 

porque, em contraste com o nosso modelo, pode haver mais de um vendedor, cada um 

possuindo um objeto. Assim, mesmo no caso dos objetos terem o mesmo valor para os 

compradores, sera razoavel, algumas vezes, esperar pregos distintos. For exemplo, se 

existem dois objetos e somente um comprador cuja cota e 2 e cujos valores de reserva 

sejam iguais a 3, entao se os objetos tern pregos i e 2, por exemplo, o comprador demandara 

os dois objetos. No nosso modelo esses pregos nao podem ser de equilfbno, pois nao sao 

considerados factfvcis. 

Com o intuito de produzir os equilfbrios competitivos, uma classe de leiloes de lance 

lacrado e proposta em Sotomayor (1999b). Em qualquer desses mecanismos, cada 

comprador escolhe um lance que e entregue ao leiloeiro. Um equilfbno competitive e 

entao encontrado pelo leiloeiro de acordo com alguma regra de leilao, que consiste em 

uma regra de prego e uma regra de matching, denominada de regra de desempate. A regra 

de prego e dada por uma combinagao convexa das regras que produzem o prego mimmo e o 

prego maximo de equilfbrio. A regra de desempate se processa em duas etapas. Na pnmeira 

o leiloeiro determina o conjunto dos matchings otimos e simples que alcangam o valor 

mais alto no mercado original.1 Na segunda etapa e escolhido um matching deste conjunto. 

Quando existe um unico objeto a ser vendido, este criterio e equivalente a requerer que o 

leiloeiro venda o objeto ao ofertante que tem a avaliagao mais alta dentre aqueles com o 

mais alto lance. (Veja Osbome e Rubinstein, 1994, exercfcios 18.1 e 18.2) 

i O modelo tratado aqui usa a hipotese de informa?ao completa sobre as verdadeiras avaha?oes dos compradores por 

nartede todos os agentes, inclusive do leiloeiro. A ideia subjacente e muito simples e apl.ca-se aos modelos em que, 

conhecendo-se o uso que um comprador dara para um dado objeto, seja posstvel estimar quanto ele ganhara possuindo o 

objeto e da! deduzir o valor do objeto para o comprador. 
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Em Sotomayor (1999b) sao tratadas as questoes estrategicas dos compradores nos jogos, 

com informagao completa, induzidos pelos leiloes propostos. Varios aspectos comuns a 

esses jogos sao identificados. Sob a hipotese de que todos os licitantes tern a mesma cota, 

e o numero de objetos e um miiltiplo dessa cota ou e maior que o numero desses agentes, 

um dos teoremas centrais prova que toda alocafao de equilibrio de Nash e um equilibrio 

competitivo. Um outro resultado mostra a existencia de uma estrategia conjunta, &*, que e 

um equilibrio de Nash em todos os jogos de leilao, independentemente das regras de prec^o 

e de desempate consideradas. Mais ainda, a alocagao de equilfbrio de Nash correspondente 

e a de prec^o minimo de equilibrio competitivo em relagao as verdadeiras avaliagoes. 

Estes resultados implicam que, desde que os compradores podem obter a informa^ao 

necessaria para construir existe um sentido em que podemos considerar Z?* como o 

melhor metodo de jogar para os compradores desde que: (a) b* e um equilibrio de Nash em 

todos os jogos de leiloes, logo nenhum comprador sera tentado a se desviar dela em nenhum 

desses jogos; (b) dentre todas as estrategias de equilibrio de Nash ela da aos compradores 

o mais alto payq/^possivel. 

Mas e claro que aconselhar um comprador a escolher esta estrategia sera inutil se ele 

nao tiver a informa9ao requerida para computar Z?* Assim e que talvez devessemos 

considerar Z?* como "boa estrategia" somente em situagoes em que todos os jogadores 

conhecessem as avaliagoes dos seus rivais. Que conselho entao podenamos dar aos 

compradores quando a informagao sobre as avalia9oes dos outros compradores nao esta 

dispomvel? Em outras palavras, quais estrategias deveriam ser consideradas boas e quais 

deveriam ser consideradas ruins? Quando os compradores tern uma estrategia dominante, 

eles podem confiantemente declara-la sem se preocupar com as avalia^oes dos outros 

jogadores. Entao esta e uma boa estrategia. Consideraremos uma estrategia ruim se ela for 

dominada fracamente por outras estrategias disponiveis. 

Em Sotomayor (1999b) e mostrado que, para qualquer leilao, a estrategia sincera nao e 

a melhor politica. No entanto, em Sotomayor (1999a) e mostrado que no caso especial do 

mecanismo que produz o prego de equilfbrio competitivo mmimo, quando todos os 

licitantes tern a mesma cota, e o numero de objetos e um multiplo dessa cota ou e maior que 

o numero desses agentes, e uma estrategia dominante para os compradores revelar as 

verdadeiras avaliagoes. Assim e que neste artigo nos restringiremos aos mecanismos de 

leilao que nao produzem o prego minimo de equilibrio competitivo, assumindo que os 

compradores tern a mesma cota, e o numero de objetos e um multiplo dessa cota ou e maior 

que o numero desses agentes. Sob estas condigoes caracterizamos as estrategias dominadas 

e mostramos que se os compradores jogam um equilfbrio de Nash com estrategias nao 

dominadas, entao o payoff de equilfbrio e o pre^o minimo de equilfbrio segundo as 
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verdadeiras avalia^oes. Como ja sabcmos, este tambem e o pre^o obtido no leilao que 

produz o prego minimo de equilfbrio quando os compradores jogam suas estrategias 

dominantes. Assim, estabelecemos um teorema geral de equivalencia de payoffs para os 

agentes. 

Varios autores tem olhado para outros simples mecanismos de alocacjao que levam a 

equilfbrios competitivos. Para o mercado de objetos nao identicos e demanda unitaria, 

Demange e Gale (1985) mostram que se os vendedores podem manipular seus pre^os de 

reserva e o mecanismo produz o equilfbrio competitivo minimo, os vendedores podem 

for9ar o prego maximo de equilfbrio via equilfbrios de Nash, enquanto e uma estrategia 

dominante para os compradores revelar a verdade. Se o mecanismo produz o equilfbrio 

competitivo maximo, entao e otimo para os vendedores revelar seus verdadeiros pregos de 

reserva enquanto os compradores podem fonjar o prego minimo de equilfbrio por 

equilfbrios de Nash. 

Demange (1982) e Leonard (1983) consideraram um mecanismo de aloca^ao que e uma 

generaliza^ao do leilao de segundo pre^o de um unico objeto para o caso de itens distintos 

onde os compradores tem cota unitaria. O leilao de segundo prego foi primeiro descrito por 

Vickrey (1961), para um mercado com um objeto e onde os compradores tem cota unitaria. 

O mecanismo de leilao de multiplos objetos distintos e cota unitaria de Demange e 

Leonard requer que cada ofertante submeta um lance lacrado listando sua avalia9ao para 

todos os itens. O leiloeiro entao aloca os objetos de acordo com o pre90 minimo 

competitivo. Estes artigos provam que a importante propriedade de compatibilidade de 

incentives do leilao de Vickrey generaliza para o caso de multiplos objetos, significando 

que declarar a verdadeira avalia9ao e uma estrategia dominante para os compradores. 

Mas, geralmente (Demange e Gale, 1985) nenhum subconjunto de compradores pode, 

usando de nao sinceridade na revela9ao de suas avalia96es, melhorar o resultado para 

todos os seus elementos. (Ver Roth e Sotomayor, 1990) 

Em Demange, Gale e Sotomayor (1986) sao apresentados dois mecanismos dinamicos 

de leiloes para um mercado de multiplos objetos distintos. Um deles produz, num numero 

finito de etapas, o pre90 minimo de equilfbrio. O outro chega a uma aloca9ao final que 

converge para o equilfbrio competitivo minimo, e e um caso especial do algoritmo de 

Crawford e Knoer (1982). 

Este artigo e organizado da seguinte forma. Na se9ao 2 descrevemos o modelo 

cooperativo apresentado em Sotomayor (1999a). Na se9ao 3 descrevemos os mecanismos 

de leiloes de lance selado. A se9ao 4 enuncia e demonstra os resultados que caracterizam 

as estrategias dominadas. A se9ao 5 apresenta o resultado da equivalencia de payoffs. 



Sotomayor, M.: Estrategias boas e ruins para um mercado simples de compra e venda 11 

2 Modelo cooperativo formal 

Existem m compradores: e n objetos indivisiveis e identicos. O conjunto de 

compradores sera denotado por P e um comprador generico por j ou k. O conjunto de 

objetos sera denotado por Q e um objeto generico por q. O valor de cada objeto para o 

comprador j e ^0. Cada comprador tern uma cota r, representando o numero maximo de 

objetos que esta interessado em comprar, onde r. e um numero inteiro maior ou igual a zero. 

Normalizando, consideraremos que o prego de reserva de cada objeto para o vendedor e 0. 

Assim o mercado e dado por M-iPQ^a). 

Definigao 1: Um matching factivel para M=(P,Q,r,a) e um vetor x=(x],...,xm) de 

coordenadas inteiras ndo negativas tais que XJGP x< n e x <r.. 

Se x.-c (c pode ser zero) diremos que c objetos sao designados para o comprador j 

pelo matching x ou que o comprador / compra c objetos segundo x. Se um matching x e 

factivel entao segue da Definigao 1 que Zj£Pxj<min{nyZje/j}- 

Deflnigao 2: Um prego factivel e qualquer numero real p>0. 

O par {p,x), onde p e um prego factivel e x e um matching factivel, e chamado de 

alocagao factivel. Se o comprador j compra c objetos pelo prego p entao o seu payoff ioi&X 

sera c(a-p). Neste caso dizemos tambem que (p,x) aloca c objetos para j ao prego p. 

Deflnigao 3: O conjunto de demanda de j ao prego p, que sera denotado por D.(p), e 

dado porD.(p)={c inteiro; 0<c<r. e c(a-p)>c'(a-p) v c\ com O^c'^rJ, 

Conseqlientemente, 

Dfp)={r; se a. >p; 

Dj(p)={0,l,2,...,rj} sea.=p e 

Dj(p)={0} se a<p. 

D (p) e o conjunto das quantidades de objetos que maximizam o payoff ioial de j ao 

prego p. Portanto, nao so j e indiferente entre duas quaisquer quantidades demandadas, 

como tambem ambas Ihes dao o payoff ioidX mais alto possivel. 

Deflnigao 4: O prego p e chamado competitivo se existe um matching factivel x tal que 

x.ED.(p), para todo comprador j. Neste caso x e dito ser compativel com p. 
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Assim, dado um pre^o competitivo, cada comprador pode comprar alguma quantidade 

demandada por ele ao pre^o dado. 

Defini^ao 5: A alocagdo (pfx) e um equilibrio competitivo se p e competitivo, x e 

compativel com p e alem disso p—0 se houver algum objeto ndo vendido. 

Se (p,x) e um equilibrio competitivo entdo p e chamado de prego de equilibrio e x e 

chamado matching competitivo. 

Isto e, a equilfbrios competitivos, nao somente todo comprador obtem uma quantidade 

de objetos do seu conjunto de demanda, mas tambem todo objeto com prego superior ao 

seu prego de reserva e vendido, posto que se existir algum objeto nao vendido entao todos 

os pregos sao iguais ao prego de reserva. 

Suponha que a>a2>...>am. Entao e uma ordenagao 

decrescente dos valores de reserva dos compradores onde cada a. e repetido r. vezes. Um 

matching otimo associa os K objetos com os K primeiros valores da ordenagao, onde 

K=mm{n,Tjepr.} Esta ordenagao pode nao ser unica no caso em que ha empates nos 

valores de reserva dos compradores. Nestes casos varias outras formas de ordenar de 

modo decrescente esses valores podem ser consideradas para se conseguir um matching 

otimo. Por razoes tecnicas nos concentraremos nos matchings otimos em que ha, no 

maximo, um comprador que recebeu algum objeto e nao preencheu a sua cota. Nao ha 

nenhuma perda em supor isso. Esses matchings serao chamados de matchings otimos 

simples. 

Observagao 1: Se existir algum objeto nao designado e algum comprador j que nao tenha 

preenchido sua cota num matching factivel, com a.=0, entao se alocarmos o objeto para j 

nao alteramos o valor de x. Assim sendo, nao perderemos nada em assumir que, sempre 

que existir algum objeto nao alocado a nenhum comprador por um matching factivel, entao 

todo comprador j com a=0 tera preenchido sua cota segundo este matching. 

Definigao 6: /?* e o prego maximo de equilibrio se p*>p para todo prego de equilibrio 

Pi P* 0 prego minimo de equilibrio se p+<p para todo prego de equilibrio p. 

Definigao 7: Seja (p,x) um equilibrio competitivo. O vetorde payoffs associado a (p,x) e 

ovetoru=(u1,...,um) onde u=max{0,a-p),v JeP O payoff total dejeP associado a (p,x) 

e dado por xu.. 

Sejax um matching otimo simples. Defina: 
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A={jeP; x=r.}, B=(jeP; 0<x<r.} e C={jeP; x=0}. Entao \Bj=0 ou = 

Os seguintes resultados estao demonstrados em Sotomayor (1999a) e serao utilizados 

nas se§oes seguintes. 

Proposi^ao 1*: Seja (pyx) um equilibrio competitivo. Entdo x e um matching otimo. 

Proposi^ao 2*: Seja x um matching otimo e p um prego de equilibrio. Entdo x e 

compativel com p. 

Proposi^ao 3*: Seja x um matching otimo e simples. Entdo 

(i) p*=p=a.se B={j}; 

(ii) p*=minja];jeAJ e pt=max{a.; jeCJ, se B =<p e Cx*(j); 

(iii) p*=min{a.; jeAJ e p=0 se C=<p e n=SJr. e 

(iv) p*=p=0 se B=<j>, C=(l> e n>Erj. 

Proposi^ao 4*: Sejam a' e a"E Rn+ Sejam p\} p'* p'\ e p"* os pregos minimo e 

mdximo de equilibrio para M'=(P,Q}r,aj e M"=(P,Q,r,a"), respectivamente. Se a'>a" 

entdo p\>p'\ e p'*>p"*. 

3 Mecanismos de leilao simultaneo de lance lacrado 

Nesta segao interpretaremos P como um conjunto de ofertantes. Descreveremos uma 

classe de leiloes simultaneos de lance lacrado para o mercado M=(P,Q,r,a)t onde o prego 

de reserva de cada objeto e considerado zero por simplicidade, e para todo comprador j, a. 

e o verdadeiro valor de um objeto para j. Os agentes podem comunicar-se entre si de tal 

forma que r e a sao de conhecimento comum entre eles. Sem perda da generalidade 

podemos assumir que a>0 para todo comprador j, desde que, caso contrario, o comprador 

nao participara do leilao. Na primeira etapa cada ofertante j seleciona um lance b>0, que e 

encerrado num envelope e entregue ao leiloeiro. 

De posse de b=(br...fbj o leiloeiro encontra um prego p(b) e um matching x(b), de 

acordo com a regra do leilao (p(.),x(.)). A primeira componente e chamada regra de prego 

de equilibrio e determina para cada vetor de lances b um prego de equilibrio p(b} para o 

mercado M(b)=(PfQ,r,b). Denotando por /?X) e P*(-) as regras que produzem o prego 
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minimo e o precjo maximo de equilibrio, respectivamente, a regra de prego p(.) e dada por 

P(')-^pX') + P^ra algum Ae[0,l]. A segunda componente e chamada de regra 

de desempate. Ela se processa em duas etapas. Na primeira o leiloeiro encontra X(b), o 

conjunto de todas as aloca9oes otimas simples. Portanto, ele encontra todos os matchings 

otimos em que existam no maximo um comprador que nao preencheu a sua cota e recebeu 

algum objeto. Entao se, digamos, Z(b)={x1,...,xt}. o leiloeiro determina o conjunto das 

alocagoes x*EX(b) tal que X.ax*=max{Z.ax1Zax1.}. Este conjunto sera denotado 

por Z*(b). Assim, S*(b) e o conjunto das aloca^oes que alcan9am o valor mais alto emM 

dentre todas as aloca^oes otimas simples paraMf&j. Na segunda etapa o leiloeiro escolhe 

x(b)EZ*(b). O fato de que x(b) tp(b) sao compativeis segue da Proposi^ao 2* 

Se t objetos sao alocados para o ofertante j, entao 0<t<r.. O comprador j pagara tp(b) 

ao leiloeiro e recebera de volta o valor s(r -t). Assim o leiloeiro recebera o total t(p(b)+s) 

de j. O payoff total de j sera t(a.-p(b)). 

Defini^ao 8. Seja x(b)=x. O payoff verdadeiro do comprador j associado ao 

resultado (p(b)}x) e: Uj(b,x)=aj-p(b) se x>0 e Uj(b,x)=0 se x=0. O payoff total 

verdadeiro de j associado a (p(b),x) e x.U.(b,x). 

O vetor U(b,x)=(U1(b,x),...,Um(b,x)) e chamado de payoff verdadeiro associado a 

(p(b),x). Denotaremos por U*(b,x) (resp. Ufb,x)) o payq/f verdadeiro associado a 

(pjb)fx) (resp. (p*(b),x)). 

Defini^ao 9: A estrategia conjunta b e um equilibrio de Nash do jogo de leildo com 

regra (p( ),x(.)), se para nenhum j existe b com b,t=btpara todo ttj, tal que para x=x(b) 

e y^xfb'), yUfbj^x.U/btX). Se b e um equilibrio de Nash para (p(.),x(.)) dizemos que 

(U(b,x),p(b)) e o payoff de equilibrio correspondente ab e (p(b)yx(b)) e a alocagdo de 

equilibrio de Nash correspondente a b, 

Assim, um payoff do equilibrio e o payoff om M correspondente as transferencias 

obtidas de um equilibrio de Nash 

No que segue estaremos considerando a classe de leiloes determinada por uma regra 

arbitraria de pre^o de equilibrio,pf.j, diferente da regra de pre^o minimo de equilibrio. 

Uma estrategia conjunta sera portanto um vetor de lances para qualquer um dos leiloes 

desta classe. 
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A seguinte observa^ao sera de utilidade. 

Observa^ao2: SejamP=/r7,...,m7, |(2|=« e r.=c V jeP Se n>mcouneummultiplodec, 

entao e facil ver que, para todo mercado M(b)e para toda aloca^ao xEZ*(b), x=c ou x=0. 

I.e., para todo mercado M(b), Bx=(j) v xEX*(b). 

Os seguintes resultados serao usados nas proximas segoes e/ou foram mencionados na 

segao 1. O Teorema 1* foi demonstrado em Sotomayor (1999a) e os Teoremas 2*, 3* e 4* 

em Sotomayor (1999b). 

Teorema 1*: Se todos os compradores tem a mesma cota c e n>mc oune um multiplo de 

c, entdo e uma estrategia dominante para os compradores revelar suas verdadeiras 

avaliagoes em qualquer leildo de prego mmimo de equilibrio. 

Teorema 2*. Para cada comprador j seja b=p^ se a>p+ e b=a. caso contrdrio. Suponha 

que r.=c v JeP Alem disso n>mc ou n e um multiplo de c. Entdo b e um equilibrio de 

Nash para todo jogo de leildo. Alem disso o payoff (u*,pj e o payoff de equilibrio 

correspondente. 

Teorema 3*: Se b e um equilibrio de Nash para algum jogo de leildo, entdo \E(b)\=l. 

Teorema 4*. Suponha que r=cv j^P Alem disso n>mc oun e um multiplo de c. Se b e 

um equilibrio de Nash para o jogo de leildo de regra (p(.),x(.)), entdo (p(b),x(b)) e um 

equilibrio competitivo segundo os verdadeiros valores. 

4 Estrategias dominadas 

Nesta segao a regra de desempate sera uma regra qualquer. O leiloeiro nao conhece os 

verdadeiros valores dos objetos por parte dos compradores. (Ele poderia desempatar dois 

compradores usando a ordem alfabetica dos seus nomes, por exemplo). Os compradores 

tem a mesma cotac e n>mc oun 6 um multiplo dec. 

Defini^ao 10. A estrategia b. para o jogador j domina uma outra estrategia bpara o 

mesmo jogador, se o payoff total verdadeiro de j quando ele joga b. e maior ou igual ao 

seu payoff total verdadeiro quando ele joga b'., nao importa o que os outros jogadores 

joguem. A estrategia b. para o jogador j domina fracamente uma outra estrategia b 

para o mesmo jogador, se b. domina b'. e se, para pelo menos uma das estrategias 
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conjuntas dos outros jogadores, o payoff total verdadeiro de j quando ele joga b. e maior 

do que o sen payoff total verdadeiro quando ele joga b'. 

Se n>mc entao todos os compradores preenchem suas cotas em qualquer leilao e pagam 

0, independentemente dos lances que submeterem. Assim, qualquer estrategia b. e nao 

dominada. No caso de existir somente um comprador j, o lance b=0 domina fracamente 

qualquer outra estrategia do jogador j. Os casos mais interessantes sao os outros. Assim, 

daqui para a frente estaremos assumindo que n e um rmiltiplo de c e existem, no minimo, 

dois compradores. Sob estas hipoteses podemos essencialmente caracterizar as estrategias 

dominadas dos compradores pelos seguintes tres teoremas. 

Teorema 1. Suponha que todos os compradores tem a mesma cota c e n e um multiplo de 

c. Seja jEP. Entao a estrategia b. com b>a. e dominada fracamente por a. em qualquer 

leilao de regra de prego p(-)=A,pJ.)+(l-?i)p*(.), com Xe[0,1). 

Demonstra^ao. Seja (p(.),x(.)) uma regra de leilao com pfJ=ApX)+(l-A)/7*(.), com 

Ae[0,1). Seja c . um conjunto de estrategias dos outros jogadores diferentes de j. 

Denotemos o^(a.,c .) e x(a)=x. Sejam «'=(& ,c p e x(^')=x' Queremos mostrar que 

xiajUfaMaj^fa'Wfa'Ma')) e que para alguma estrategia conjunta dcom 

Ma/d.) e P'^b^d .) temos xj(P)Uj(P,x(P))>xj(P')Uj(P'.x(P')). Denotemos x(a)=x, 

x(a')=xJ, x(P)=y,'x(P')^y,u=UfaMcc)), =UfP,x(P)) e w. 

=U(P',x(P')). Analisaremos dois casos. 

Caso 1. x-O. (Este caso e possfvel desde que estamos assumindo que m>2). Entao, 

Cytp, je Cx e a <c^min {c^; qeAJ. Sex=0, entao u.-uyO. Sex'>0 entao b>ckek€ 

deslocado para Cx.. Portanto, p(a )>c>a., donde donde xufix'u'j. 

Caso 2.x.=r. Conseqiientemente, x y=r. Entao, ejeAx.. Pela Proposi^ao 4* temos 

que p*(a')>p*(a) e pt(oc')>pXa), donde p(a')=?i.pJa')+(lX)p*(a')>ApJa)+(l- 

X)p*(a)-p(a). Logo, uj=a-p(a)>aj-p(a')=u r Comox.=x j implica que xu. >x u .. 

Portanto, em qualquer caso temos que x.u>x 

De acordo com a notaqao dada acima, falta mostrar que existe alguma estrategia tal 

queyw>y'w'r Temos tambem dois casos para analisar. 

Caso 1. n=tc,com t inteiro positive e t<m (e possfvel pois m>2). Entao, em qualquer 

leilao, m-tcompradores nao obterao nenhum objeto e t compradores preencherao a sua 

cota. Seja C um conjunto com m-t compradores e A um conjunto com t compradores, tal 
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que C e A sejam disjuntos e jeC. Defina [i=(a.,d .) tal que a>dk \/ keC, com k^j\ para 

algum qeA faga d =a.e a<dk v keA. Claramentep(P)=a e w =0. Entao, declarar b>a. 

fara com que j preenciia a sua cota e tenha um payojff nega^ivo.;Logo, w>y V 

Caso 2. n=mc. Entao todos os compradores preencherao a sua cota independentemente do 

seu lance e todos os objetos serao vendidos. Defina ^(a^d .) tal que b.<dk V k^j. Temos 

entao que aj<b<dk V tej. Logo, pXP)=pXP')=0, p*(P)=aj e p*(l5y)=bj. For hipotese^ 

com Ae[0,l). Assim, pifij^l-Xja. e p(P,)=(l-X)b. com Ae[0,l). 

Portanto, 1-A>0. LogOipifi'^ptf}), c o resultado desejado segue J 

Teorema 2. Considere o leildo de regra de prego com Xe[0,1). 

Suponha que r=c V jeP. Alem disso n e um multiplo de c. Seja jep e b. uma estrategia 

de j. a) Se n=mc entao b=0 e ndo dominada. b) Se n=tc, t inteiro positivo e t<m, entao 

0<b<a. e ndo dominada. 
i j 

Demonstra^ao. Seja p(.),x( )) uma regra de leilao. Mostraremos que para toda 

estrategia ft'.^ b, existe uma estrategia conjunta dos outros jogadores, dcom ^(b^d .) 

e fi'=(b'.yd .) tal que xj(fi)Uj(fiyX(fi))>xj(fi')U](fi'yX(fi')). Denotemos exfj3,)=Jr, 

a) Seja b'>b=Q. Defina d. tal que ^>0 \/ k^j. Como n=mc temos que x=x'=c. 

Pela Proposigao 3*-iii) temos que pXI3)=p*(l3)=0 donde p(l5)=0. Temos tambem 

que pXP')=0. Como todos os lances da estrategia conjunta /3 sao positivos, a 

Proposigao 3*-iii) implica que p*(fi')>0. Portanto, p((5')=( 1 -X)p*(ft')>0. Logo, 

p((5)<p(P'). Temos entao que xU.(P,x) =c(aj-p([i))>c(a-p())=x'.Uj([5',x'). 

b) Vamos mostrar inicialmente que o resultado e valido para toda b b., com 0<fe^<a. 

Seja A um conjunto com t compradores contendo j t C um conjunto com (m-t) 
s 

compradores, A e C disjuntos e nao vazios. (E possivel pois m>l). 

Caso 1. b'<b<a.. 
i j j 

Entao existe p7>0 tal que Z?,<p/<&.. Tome qeC. Defina d . tal que ^=P7, b<dk V fceA, 

k^j, e d >d, y keC. Claramente A=A e C=C Declarando b'< o=d , q e deslocado J ^ q k xx J ^1 q 1 

para Ax, e J para Cx,. Entao, x .17.(13'yX')=0. Por outro lado, pXP)= P7 c /7*fj8j=Z7. 

Assim, p(P)=?ipj+i 1 -?i)b.<b., donde x.U.(I3,x)=c(a.-p(I3))>c(a-b.)>0=x'.U.(13',x'). 

Logo, x.(P)U.(I3,x(P))>x.(P')U.(P',x(P')), como queriamos demonstrar. 
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Caso 2. b <b <a . 
j J ) 

Defina d . tal que dk>b'. V he A, k^j, e b>dk v keC. E facil ver que x =x y=c, 

A=A=Ax,'e C=Cx=Cx, E^a constru9ao de d!. decorre que pJP)= p,(P') e P (P)=bJ, 

p*(P')=b'.. Assim,p(P)=?ipJI3)+(l-A)bJ<Ap,(P')+(l-A,)b'j=p(P'). Logo,xjUj(P,x)-c(a- 

p(P))>c(a -p(ft'))=x' U(,x'),donde xi(P)Ui(p,x(P))>como queriamos 
J J J J J J J 

demon strar. 

Dessa forma mostramos que o resultado vale para toda fo'.^ b., com 0<b'.<a.. Em 

particular para b .=a. Assim existe uma estrategia conjunta dos outros jogadores, dcom 

MbfdJ e P'^a^d .) tal que 

x](p)Ui(P,x(p))>x.(P")Uj(p",x(P")). (1) 

Suponha agora que h'>a.. Pelo Teorema \,b'^€ fracamente dominada por a.. Isto 

significa que para toda estrategia conjunta c^ com a={a.,c j e a'=(bj,c]), temos que 

x.(a)U(a,x(a))>xj(a')Uj(a\x(a )). Em particular para a estrategia conjunta d . dada 

acima, com P"=(a.,d .} e P'={b'^d .), 

x(P")U(p".x(p"))>x(P')Uj(P\x(P')) (2) 
) J J J 

Por (1) e (2) segue que xfp)Ufp.x(P))> xfpjUfPMP)), e a demonstra?ao esta 

completa.l 

O Teorema 3 analisa os casos restantes. 

Teorema 3. Suponha que r=c V jeP. Seja n=tc, t inteiro positivo e t<m. SejajeP. 

Entdo: 

i) se m>2, a e ndo dominada em qualquer leildo de regra de prego p( )=XpJ.)+(l- 

com ?iE[0,l;) 

ii) se m = 2 entdo a. e nao dominada em qualquer leilao de regra de prego 

p(.)=Xpt(.)+(l-Vp*(-), com Xe(0,l)e 

Hi)se m=2 entdo a edominada fracamente por qualquer estrategia b <aj em 

qualquer leildo de regra de prego p*( )■ 
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Demonstra^ao. Seja (p(.),x(.)) uma regra de leilao. i) Mostraremos que para toda 

estrategia b'.^ a., existe uma estrategia d , com P=(a,d .) e .,d .) tal que 

x.((3)U.(I3,x(P))>x.(P'jU-iI3',x((3')). So precisamos analisar o caso em que b'.<a., visto 

que caso contrario b'. e fracamente dominada por a., pelo Teorema 1. Entao seja b'.<a.. 

Seja A um conjunto com t compradores contendo 7 e C um conjunto com (m-t) 

compradores, A e C disjuntos e nao vazios. (E possivel pois m>l). Entao existem p7>0 e 

p >0 tal que Z7,.<p <p <a.. Tome7, keA, k£j e qeC. (Aqui estou usando que m>2). Defina 
j * ^ j 

d tal que d =p , d =p,, d,<d.. v k'eA, k'*j e d >d.. v k'eC. Claramente A=A e C=C. 

Eteclarando b < Tq=d , q 6 deslocado para A ,9e j para C . Entao x'.U.(P',x'x}=0. Por 
J 1 Q X X ] ] 

outro lado, pjp)= p/ e p*(j8j=p2. Assim, p(fi)<ajy donde xjUj(P,x)=c(a-p(l5))>c(a- 

a.j^O^x'Uffi'tX'). Logo, xj(l5)U.(P,x(P))>x.(P')U.(l5',x(P')), como quenamos 

demonstrar. 

ii) Denotemos por k o outro jogador. Mostraremos que para toda estrategia a , existe uma 

estrategia d^ com Ma.,dk) e p
,=(b,

j)dk) tal que x.(P)U.(P,x(P))>x.(P')Uj(P',x(P')). 

Como anteriormente, so precisamos analisar o caso em que b <a.. Defina entao dk 

tal que a>dk>b .. Como implica que p(P)<p*(P). E facil ver que submetendo a. 

o comprador j preenche a sua cota pagando p(P)<p*(P)=aj, o que Ihe garante um 

payoff positivo, enquanto submetendo Z? . ele nao recebe nenhum objeto, e o resultado 

desejado segue. 

iii) Seja b'.Ka.. Seja ck uma estrategia do jogador k. Denotemos cc=(a.,cj e (x'=(b'.,ck). 

Queremos mostrar que x.(a')U.(a',x(a')}>x.(a)U(a,x(a)) e que para alguma estrategia 

d^ com P=(a.,dk) e P'-(b'jtdk) temos x(fi')Uf/3'tx(fi)Uf /WP))- De fato, se 

x-f cc)=0 entao devemos ter d>a>bNeste caso x.f 0^=0 e j tern payoff 0 com ambas 

as estrategias. Se x.(a)=c entao p*(a)=aj e portanto j tera payoff 0. Como b'.<a. o 

comprador j tera garantido um payoff de no minimo 0. Assim, x.((x')U.(a',x(a')) 

>x.(a)U.(a,x(a)). 

s 
Finalmente, defina dk tal que a>b'>dk. E uma questao de verificagao que 

xfP')UfP\x(P>))>xfP)Uj(P,x(P))M 

5 Equivalencia de payoffs 

Nesta segao retomamos as regras de desempate x(.) conforme definidas na segao 3. 

Podemos facilmente construir exemplos de equilibrios de Nash com estrategias dominadas, 

cujas alocagoes de equilfbrio sao diferentes do equilibrio competitivo minimo. O Teorema 

4 mostra que se para algum jogo de leilao de regra de pre?© diferente do prego minimo de 
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equilfbrio os jogadores jogam estrategias nao dominadas fracamente entao a aloca^ao de 

equilfbrio de Nash e sempre o equilfbrio competitivo mfnimo. Lembrando que pelo 

Teorema 1* a estrategia sincera e dominante em qualquer leilao de regra de pre^o mfnimo 

de equilfbrio, um teorema de equivalencia de payoffs (Teorema 5) e entao obtido. 

Teorema 4. Seja (p(.),x(.)) uma regra de leilao com p(.)=XpJ,)+(l-A,)p*(,), he[0,1). 

Suponha que r=c V JeR Alem disso n>mc oun e um multiplo de c. Seb e um equilibrio 

de Nash para o jogo de regra (p(.),x(.)) e b. nao e dominada v jeP entao p* e o prego 

obtido quando os compradores selecionam b. 

Demonstra^ao. Seja (p(.),x(.)) uma regra de leilao com p(.) diferente da regra de prego 

mfnimo de equilfbrio. Se £> e um equilfbrio de Nash para (p(.),x(.)), |E(Z?)|=1 pelo Teorema 

3* Conseqilentemente p(b)=p*(b)=pfb). Se m=l entao pfb)=p=0 e p*{b)=b1. Logo o 

unico equilfbrio de Nash e /?7=0, que como ja foi observado, e nao dominada, e pib^p*. 

Consideremos entao que m>l. 

Caso 1. n=tc, t inteiro, t<m. Entao C^^e portanto maxj^; kECx)= min{^; keAx]=p(b). 

Seja jeC tal que b-p(b). Pela Proposigao 3*-iii), temos que (p(b),x) e um equilfbrio x j 
competitivo para M, donde p(b)>p^ e xeZ(M). Como j£Cx, segue da Definigao 3 que 

p[>ar Portanto, a<p(b)-b . Mas, por hipotese b. e nao dominada. Logo, pelo Teorema 1, 

nao pode ser o caso em que b>a.. Portanto, ^(^=<2.=/^, e o resultado desejado segue. 

Caso 2. n=mc. Entao €=(/) e todos os objetos sao vendidos. Portanto, pela Proposigao 3*- 

m),pXb)=0 e p*(Z7)=min{Z7keP). Seja b.=p*(b). Para que b seja um equilfbrio de Nash 
✓ ^ 

devemos ter p(b)=0=bj. E facil ver que se b=0 entao b e um equilfbrio de Nash, 

independentemente das estrategias dos outros jogadores. Pela competitividade de (p(b),x) 

em M segue que 0=p(b)>p>.0, donde p(b)=p^ Entao qualquer estrategia b, com fo.=0 e um 

equilfbrio de Nash com p(b)=p^ Em particular, p(b)=p,c quando as estrategias dos jogadores 

sao nao dominadas. 

Caso 3. Se n>mc entao ^=0 e n-mc objetos nao sao vendidos. Portanto, pela Proposigao 

3*-iii), todos os compradores preenchem suas cotas em qualquer leilao, independentemente 

dos lances que submeterem e pagam 0. Assim,p(b)=p*=0, e, como foi observado na segao 

anterior, todo lance b e um equilfbrio de Nash em estrategias nao dominadas. 

Em qualquer dos casos temos que p(b)=p^ o que completa a demonstragao.l 

Pelo Teorema 4, os compradores podem forgar o prego mfnimo de equilfbrio de M via 

equilfbrios de Nash de estrategias nao dominadas. O Teorema 1* diz que o prego mfnimo 
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de equilibrio e o precjo obtido em qualquer leilao com regra de prego pX-) se os 

compradores jogam suas estrategias dominantes. Logo: 

Teorema 5. (EQUIVALENCIA DE PAYOFFS) Considere a classe de leiloes com regra de 

prego p(.)=?ipj.)+(l-h)p*(')> com he[0,1]. Suponha que os compradores selecionem 

apenas equilibrios de Nash com estrategias ndo dominadas. Suponha que r=c V JeR 

Alem disso n>mc ou n e um multiplo de c. Entdo, em todos os leiloes, o leiloeiro obtem 

o mesmo prego para os objetos e os compradores obtem os mesmos payoffs. 
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