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1 Introdu^ao 

Existem k objetos identicos indivisiveis e n compradores neutros ao risco. Cada comprador 

deseja comprar, no maximo, um item, atribui um valor monetario aos objetos e nao conhece o 

valor dos objetos para os demais compradores. As avaliagoes dos diferentes compradores 

sao observa9oes independentes de uma variavel aleatoria com distribui9ao continua. A 

distribui9ao e de conhecimento comum entre os agentes. O mecanismo de venda e um leilao 

de lance lacrado onde os objetos sao vendidos simultaneamente ou sequencialmente. Os lances 

dos compradores dependem das suas avalia96es segundo uma mesma flm9ao. Este e o modelo 

simetrico com valores privados independentes (SVPI). Ele pode ser apropriado para bens 

pessoais nao duraveis, sem nenhum valor de revenda. E o modelo de leiloes de que trataremos 

neste artigo. 

Historicamente a literatura formal sobre leiloes teve inicio em 1961 com o trabalho seminal 

de Vickrey. De la para ca este assunto tern sido de interesse de iniimeras pesquisas que 

contribuiram para o desenvolvimento de uma poderosa e elegante teoria. Stark e Rothkopf 

(1979) listam quase 500 artigos. A maior parte deles refere-se a venda de um unico objeto 

indivisivel. 

Os tipos mais populares de leil5es de um objeto sao o leilao de pre90 ascendente ou leilao 

ingles, o leilao de pre9o descendente ou leilao holandes, o leilao de primeiro pre90 de lance 

selado e o leilao de segundo pre90 de lance selado, tambem conhecido como leilao de 

Vickrey. 

No leilao ingles, o leiloeiro determina um pre90 minimo inicial para o objeto e gradativamente 

sobe o pre90 ate que todos os licitantes menos um desistam de participar do leilao. O licitante 

nao desistente paga pelo objeto um pre90 igual ao ultimo lance. Numa varia9ao, usada no Japao, 

o pre90 aparece numa tela e e aumentado gradativamente. Qualquer licitante que deseje estar 

ativo ao pre90 corrente aperta um botao. O licitante que soltar o botao deve retirar-se do leilao 

e nao tern permissao para retomar. (Ver Wolfstetter, 1996, p. 370). 

O leilao holandes e conduzido por um leiloeiro, que estabelece um pre90 elevado que e 

diminuido gradativamente ate que um dos licitantes pare o leilao. Este licitante e o vencedor, 

que fica com o objeto, pagando por este o pre90 do momento da interrup9ao do leilao.1 

1 Um leilao holandes interessante e usado em muitas cidades americanas como um metodo para oferecer descontos na 

venda de roupas. Cada pe9a e vendida pelo pre90 marcado na etiqueta menos um desconto que depende do numero de 

semanas que a pe9a ficou na prateleira. O pre90 cai, de uma semana para outra, 10%, ate que o pre9o minimo de venda 

seja alcan9ado. (Ver Wolfstetter, 1996, p. 414). 
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Em leiloes de lance selado, cada licitante submete um lance dentro de um envelope fechado. 

0 objeto e vendido ao licitante que tiver feito o maior lance. No leilao de lance selado de 

primeiro pre9o o ganhador paga o valor do seu lance. No leilao de segundo prego ou de 

Vickrey o licitante vencedor paga o valor do segundo lance mais elevado. Ou seja, o objeto e 

vendido por um pre90 igual ao maior lance perdedor. 

Apropriedade mais importante do leilao de segundo pre90, provada por Vickrey (1961), 

e que submeter o verdadeiro valor e uma estrategia dominante para o comprador. De fato, o 

comparador nao ganha nada fazendo lances por baixo do verdadeiro valor porque, quaisquer 

que sejam as ofertas dos outros compradores, isso so diminui a sua probabilidade de ganhar, 

sem alterar o pre90 que tera de pagar, caso ganhe o leilao. Da mesma forma, ele nao ganha 

nada fazendo lances acima do seu verdadeiro valor, porque se isto e necessario para veneer o 

leilao, deve ser porque alguem fez uma oferta que e pelo menos igual ao seu verdadeiro valor. 

Neste caso tera de pagar uma quantia igual ou maior do que o seu verdadeiro valor, o que Ihe 

da um excedente menor ou igual a zero. Assim, o uso do leilao de Vickrey assegura ao 

vendedor o segundo valor mais alto dentre os valores de todos os licitantes, supondo que estes 

usem a sua estrategia dominante. Desta forma, este tipo de leilao nao incentiva o comprador a 

procurar obter informa9oes sobre os seus rivais, o que reduz os custos de prepara9ao dos 

lances. Alem disso, se os licitantes adotam sua estrategia dominante, a aloca9ao resultante dos 

bens sera eficiente (o objeto sera alocado para o licitante com o mais alto valor). 

A compara9ao destas quatro formas de leilao pode ser reduzida a comparar os leiloes ingles 

e holandes, ou o de segundo e de primeiro pre90S. Isso se deve ao fato mostrado por Vickrey, 

de que o leilao holandes e equivalente ao leilao de primeiro pre90 e, no modelo SVPI, o leilao 
f 

ingles e equivalente ao de segundo pre90. E facil ver que o leilao holandes e equivalente 

estrategicamente ao leilao de 1° pre90 (de lance selado) e que esta equivalencia estrategica 

nao requer que um licitante conhe9a o valor do objeto para si mesmo. De fato, num leilao 

holandes o licitante deve escolher o nivel de pre90 ao qual ele parara o leilao, isto e, o nivel 

de pre90 ao qual reclamara o objeto, se este ainda nao tiver sido vendido. O licitante ganhador 

sera aquele que escolher o nivel mais alto e o pre90 que ele pagara sera igual a esta quantia. 

Este e tambem o modo pelo qual o ganhador e o pre90 sao determinados num leilao de 1° 

pre90 de lance selado. Assim, os jogos estrategicos induzidos por estes leiloes sao 

equivalentes. Isto e, os conjuntos de estrategias sao identicos, e as Undoes resultado, que 

transformam estrategias em aloca9oes, sao as mesmas para ambas as formas de leilao. 

Conseqiientemente, a identidade do ganhador, o pre90 que ele paga e os equilibrios destes 

dois jogos de leilao devem coincidir. 

No contexto do modelo simetrico de valores privados independentes, o leilao de 2° pre90 

e o leilao ingles sao estrategicamente equivalentes, embora num sentido mais fraco do que a 
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equivalencia estrategica dos leiloes holandes e de 1° pre^o de lance selado. De fato, num leilao 

ingles o comprador deve escolher o nivel de pre90 ao qual deixara o leilao. O licitante 

ganhador sera aquele que escolher o nivel mais alto, e o pre90 que ele pagara sera igual ao 

nivel escolhido pelo ultimo comprador a deixar o leilao. Este e tambem o modo pelo qual o 

ganhador e o preqo sao determinados num leilao de 2° pre9o de lance selado. 

No leilao ingles, se o comprador souber o valor do objeto para si mesmo, ele tera uma 

estrategia dominante, que e lan9ar ativamente ate que o pre90 alcance o valor do objeto para 

ele. Independentemente das estrategias adotadas pelos outros jogadores, esta simples 

estrategia sera uma otima resposta. Analogamente, no leilao de 2° preqo, se um comprador 

souber o valor do objeto para si mesmo, entao a sua estrategia dominante sera submeter um 

lance selado igual ao seu valor. Portanto, em ambos os leiloes - ingles e de 2° pre90 - existe 

um unico equilibrio em estrategias dominantes. Em ambos os leiloes, no equilibrio, o ganhador 

sera o licitante que tern o valor mais alto do objeto e o pre90 que ele pagara sera o segundo 

valor mais alto. Neste sentido, os dois leiloes sao equivalentes.2 

Vickrey (1961) explicitou equilibrios simetricos para os leiloes de um unico objeto de 

primeiro e de segundo pre9os de lances selados. Mais ainda, ele provou que no modelo 

simetrico de valores privados independentes (SPVI), com licitantes neutros ao risco, estas duas 

formas de leilao sao pqyq^-equivalentes, isto e, em equilibrio, o vendedor e os compradores 

obtem os mesmos payoffs nos dois tipos de leiloes. Este e o celebrado Teorema de 

Equivalencia de Receitas de Vickrey (1961). Devido ao resultado de equivalencia estrategica 

este teorema vale tambem para os leiloes holandes e ingles. 

O Teorema de Equivalencia de Receitas e bastante surpreendente, pois a primeira vista 

pode parecer que, como era acreditado antigamente, o leilao de Vickrey acarretasse alguma 

perda de receita para o vendedor, comparado ao leilao de primeiro pre90.3 Porem, neste 

leilao, os compradores farao geralmente lances mais altos do que no leilao de 1° pre90, onde, 

no equilibrio, o objeto e vendido a um pre9o inferior aquele que o mais alto licitante esteja 

querendo pagar. De fato, como dizer a verdade e uma estrategia dominante para cada 

2 Observe que este argumento requer que cada ofertante conhe9a o valor do objeto para si mesmo. Se existirem mais do 

que dois licitantes e o que esta sendo leiloado for, por exemplo, o direito de extra9ao de minerais de uma jazida mineral, 

onde a quantidade de minerais a ser extraida e desconhecida, ou se for um objeto de arte, que sera vendido por um pre90 

nao determinado, entao esta equivalencia nao se aplicara. Os jogadores aprendem sobre seus valores quando outros 

jogadores deixam um leilao ingles e condicionam seu comportamento a esta informa9ao. 

3 Esta cren9a se deveu a uma falsa argumenta9ao de Cassady (1967, p. 260): " ... in the Dutch auction... each potential 

buyer tends to bid his highest demand price, whereas a bidder in the English system need advance a rival s offer by only 

one increment." 
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comprador no leilao de Vickrey, o uso desse leilao assegura ao vendedor o valor do licitante 

com o segundo maior valor, supondo que todos os compradores usem a sua estrategia 

dominante. O mais surpreendente, porem, e que o leilao de licita9ao em envelope selado de 

primeiro pre9o e incapaz de proporcionar um resultado melhor que o leilao de segundo pre90. 

Mais precisamente, a receita esperada para o vendedor, gerada por qualquer um desses dois 

mecanismos, e o valor esperado do objeto para o 2° mais alto avaliador. 

Uma modifica9ao deste resultado e obtida com a introdu9ao de licitantes avessos ao risco. 

Naturalmente nada muda no leilao de segundo pre90. Porem as estrategias e payoffs se 

alteram no leilao de primeiro pre90. Neste mecanismo os compradores fazem lances inferiores 

aos seus valores reais quando sao neutros ao-risco. Com a aversao ao risco, esta tatica toma- 

se menos atraente, o que leva os licitantes a submeterem lances mais altos do que submeteriam 

se fossem neutros ao risco. Assim, a receita do vendedor cresce e o vendedor prefere o leilao 

holandes ao ingles. 

Uma outra altera9ao e obtida se removermos a independencia do modelo SVPI e a 

substituirmos pela hipotese de uma correla9ao positiva entre as avalia9oes dos licitantes. 

Correla9ao positiva significa que se a avalia9ao de um licitante e alta (respectivamente baixa), 

e provavel entao que as avalia9oes dos seus oponentes tambem sejam altas (respectivamente 

baixas). Uma correla9ao positiva nao afeta os lances no leilao de segundo pre90, pois e sempre 

uma estrategia dominante dizer a verdade. Porem, faz com que os licitantes lancem mais baixo 

num leilao de primeiro pre90. Desta forma, a introdu9ao de correla9ao reduz o payoff do 

vendedor no leilao holandes e nao o afeta no leilao ingles. Assim, o vendedor prefere o leilao 

ingles ao holandes quando os valores sao correlacionados positivamente. Aintui9ao deste 

resultado e esbo9ada como segue: cada licitante sabe que ganhara o leilao somente quando as 

avalia96es dos outros licitantes forem inferiores a sua. Quando os valores sao correlacionados 

positivamente, os licitantes com valores baixos tambem acreditarao que seus rivals tern 

avalia96es baixas. Desta forma eles diminuirao seus lances. Por outro lado, isto convence os 

licitantes com valores altos a nao lan9arem tao agressivamente. 

A hipotese de simetria e central para o teorema de equivalencia de receitas. Se as avalia9oes 

dos compradores nao sao variaveis aleatorias identicamente distribuidas, nao mais pode ser 

garantido no leilao de primeiro pre90 que o objeto sera vendido ao comprador com a mais 

alta avalia9ao. Ou seja, Pareto eficiencia so e assegurada pelo leilao de segundo pre90. Se 

uma autoridade publica usa leiloes como um procedimento para aconselhar uma aloca9ao, 

eficiencia deve ser o seu objetivo primario. Isto sugere que as autoridades publicas deveriam 

usar leiloes de segundo pre90. 
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Um estudo detalhado de leiloes assimetricos e feito em Maskin e Riley (1993). Eles 

encontram condi9oes suficientes sob as quais os leiloes de primeiro pre^o sao preferidos pelo 

vendedor. Seus resultados sugerem que, nas situagoes em que o vendedor sabe menos sobre 

os licitantes do que estes sabem sobre os seus rivais, o leilao de primeiro pre90 tende a gerar 

uma receita esperada mais alta que o leilao de segundo pre90. Mas em leiloes de arte, por 

exemplo, onde o leiloeiro esta tao bem informado quanto os proprios licitantes, sobre os seus 

pre90S de reserva, acontece o oposto. 

Myerson (1981) generalizou os resultados de Vickrey consideravelmente, estendendo-o 

para modelos mais gerais de leiloes com um unico objeto. Os metodos introduzidos por 

Myerson tern, desde entao, sido amplamente aplicados a outros problemas envolvendo 

informa9ao privada. Riley e Samuelson (1981) mostraram, independentemente, o mesmo 

resultado de Myerson (1981). Milgron e Weber (1982) generalizaram tambem o Teorema de 

Equivalencia de Receitas no caso de um unico objeto, mas em outra dire9ao, ou seja, 

assumindo que os licitantes conhecem como o seu valor para o objeto depende da informa9ao 

privada de cada licitante. Eles somente consideram tres mecanismos especificos de leiloes: o 

de primeiro pre9o e lance selado e dois mecanismos de leilao oral progressivo. Restritos ao 

caso de valores privados independentes, todos os tres mecanismos geram a mesma receita 

esperada. 

Embora, como mencionado anteriormente, a maior parte dos modelos de leil5es tratados 

na literatura considere a venda de um unico objeto indivisivel, o caso de varios objetos 

identicos, onde os licitantes estao interessados em comprar um unico objeto, tern merecido a 

aten9ao de muitos autores, de tal forma que atualmente este assunto e um dos campos mais 

ativos de pesquisas da teoria de leiloes. Assim e que nos propomos a oferecer uma breve 

introdu9ao a esta teoria. Anossa analise tern por base o modelo simetrico de valores privados 

e independentes (SVPI). Os objetos sao vendidos simultaneamente ou seqiiencialmente. 

No leilao simultaneo de pre90 discriminatorio cada um dos licitantes que submeterem 

os A: mais altos lances paga o valor de seu lance. Nos leiloes simultaneos de pre90 uniforme 

ou de Vickrey, cada um paga o lance correspondente ao ^+7-esimo lance mais elevado, que 

e o lance do mais alto perdedor. Vickrey tambem considerou o caso em que cada ganhador 

paga o valor do lance mais baixo submetido por um ganhador. Estes dois ultimos tipos de leilao 

produzem o pre90 minimo e o pre90 maximo de equilibrio competitivo, respectivamente, para 

o mercado correspondente aos valores declarados. 

Duas outras generaliza95es dos leiloes de primeiro e segundo pre90s sao o leilao 

seqiiencial de 1° pre90 e o leilao seqiiencial de 2° pre90. O primeiro e simplesmente uma 
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seqiiencia de k leiloes de 1° prego de lance selado, onde, em cada rodada, o licitante com o 

maior lance ganha um objeto e paga o valor de seu lance. O segundo e uma seqiiencia de 

leiloes de 2° pre9o de lance selado. Isto e, em cada rodada, o licitante com o maior lance 

ganha um objeto e paga o equivalente ao 2° lance mais elevado, ou seja, o maior lance 

perdedor. Em ambos os leiloes sequenciais, ao fim de cada rodada, o leiloeiro anuncia o pre90 

ao qual o objeto foi vendido. Este tipo de leilao e comum, por exemplo, para vender vinho, 

cavalos de ra9a e carros usados. Como no leilao de um iinico objeto, para o caso de valores 

privados independentes, no equilibrio, cada um desses leiloes gera a mesma receita esperada 

para o vendedor. 

Weber (1983) considera uma familia mais ampla de mecanismos. Os licitantes com os mais 

altos valores ganham um objeto, mas ele permite que o valor de um licitante dependa da 

informa9ao privada dos outros, como no modelo para um unico objeto de Milgrom e Weber. 

0 pre9o de equilibrio e o mesmo em todos esses mecanismos uma vez tenham sido satisfeitas 

certas condi9oes de fronteira. Por exemplo, a condi9ao poderia ser que se um licitante tern o 

valor mais baixo possivel e ganha (caso em que todos os outros devem tambem ter o mesmo 

valor mais baixo possivel para o objeto), entao ele tern um lucro esperado de zero. 

Engelbrecht-Wiggans (1987) estende este resultado ao caso de um mimero aleatorio de 

objetos, independentemente da informa9ao privada do licitante. 

Engelbrecht-Wiggans (1988) generaliza o resultado de Vickrey para leiloes de multiplos 

objetos de maneira analoga a que Myerson fez para os resultados de Vickrey sobre os leiloes 

de um iinico objeto. Embora ele requeira valores privados independentes, cada licitante pode 

adquirir mais de um objeto. 

Em Menezes (1998) e apresentada uma resenha com os enunciados dos principais 

resultados, que sao ilustrados com exemplos simples de dois objetos e tres compradores.4 

As mais importantes aplica96es de leiloes de multiplos objetos sao em mercados financeiros. 

A venda de a96es do Tesouro dos Estados Unidos, por exemplo, e feita em mais de 150 

leiloes por ano, usando um mecanismo de leilao de lance lacrado. 

4 E precise observar aqui que, devido a uma erronea interpreta9ao deste autor, o enunciado do Teorema 2 (ii) esta 

incorreto, como tambem os argumentos usados no exemplo de leilao discriminatorio e a observa9ao final deste exemplo 

(ver a corre9ao desses erros na observa9ao 1 do presente artigo). 
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O presente trabalho tem um carater didatico. Nao nos limitamos aos enunciados e 

exemplos. Apresentamos tambem as demonstra9oes dos resultados enunciados e, no apendice, 

fornecemos as tecnicas matematicas necessarias para o seu entendimento. O nosso intuito e o 

de fomecer uma base teorica acessivel ao leitor que deseja lan^ar-se na pesquisa na Teoria de 

Leiloes. As demonstragoes existentes na literatura sao de dificil acompanhamento pelo leitor 

que nao esta familiarizado com as tecnicas matematicas usadas nessa Teoria. For isso, embora 

as demonstra96es apresentadas aqui sigam as linhas das demonstra9oes de Milgrom (1985) 

para os teoremas e Lema 1, e de Wolfstetter (1996) para o Lema 3, sao diferentes das 

apresentadas nesses artigos, nao somente por estarem mais detalhadas como tambem por 

usarem, algumas vezes, um enfoque diferente visando facilitar o seu entendimento. Um exemplo 

disso e a introdu9ao dos Lemas 2 e 3 que nao estao em Milgrom (1985). 

Aqui, sob as hipoteses de valores privados e independentes, caracterizamos (a) os 

equilibrios simetricos para cada uma das quatro formas padroes de leilao: simultaneo uniforme 

e discriminatorio e seqiiencial de primeiro e de segundo pre90s, e (b) demonstramos o teorema 

de equivalencia de receitas para uma familia mais ampla de leiloes, que inclui os quatro 

formatos de leiloes padroes. 

Esses resultados sao obtidos aqui de duas maneiras diferentes. Na primeira abordagem 

demonstramos o Teorema de Equivalencia de Receitas para os quatro tipos de jogos de leilao 

a partir dos equilibrios simetricos. Restringimo-nos ao caso de valores uniformemente 

distribuidos, com tres objetos e cinco licitantes. Porem, o procedimento usado pode ser 

aplicado a distribui96es arbitrarias, nao necessariamente uniformes, com qualquer mimero de 

objetos e licitantes. Afinalidade dessa abordagem e fundamentar os resultados apresentados. 

As tecnicas usadas nas suas demonstra96es sao distintas das existentes na literatura. Em 

Menezes (1998) as demonstra96es sao apenas esbo9adas. Na outra abordagem 

demonstramos um Teorema de Equivalencia de Payoffs para modelos mais gerais. A partir 

deste resultado derivamos os equilibrios simetricos para os quatro jogos particulares. 

Ambas as tecnicas sao uteis para o melhor entendimento desses leiloes. As vantagens da 

segunda abordagem sao: (a) os payoffs sao determinados e a equivalencia de receitas e 

estabelecida para uma familia mais ampla de regras de leilao (isto nunca poderia ser alcan9ado 

resolvendo-se todos os leildes possiveis, um por um), e (2) sua simplicidade (nao necessitamos 

lidar com condi96es de primeira ordem e resolver equa9oes diferenciais nao lineares). Esta 

abordagem complementa a usada por Menezes (1998) referente aos resultados comuns aos 

dois trabalhos. 
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Este artigo esta dividido da seguinte forma. Na segao 2 resolvemos os quatro tipos de jogos 

de leilao para o caso de valores uniformemente distribuidos em [0,1] com tres objetos e cinco 

licitantes. Na se9ao 3 apresentamos o modelo de valores privados independentes, enunciamos 

e demonstramos os resultados principals. A se^ao 4 conclui o artigo. No Apendice fornecemos 

alguns resultados sobre Teoria de Probabilidades que serao usados nas demonstra9oes dos 

Teoremas. 

2 Solu^oes dos leiloes padroes para o caso de valores distribuidos 

uniformemente 

Usaremos as seguintes nota95es: 

V™ = Estatistica de ordem / da amostra aleatoria Vv..., Fm, com valores em [0,1], m = 1,.. .,5, 

com V™ > V™ > . . > V5
m 

F(x)= P(V<x) eX ) e a fun9ao densidade de probabilidade de 

Z™ = Estatistica de ordem i da amostra aleatoria X,...,Zm, com valores em [0,v], onde 

F^W-PCZ.SxJ-PtVSxIYiv)-^ e = m 

Exemplo: {Existencia e umcidade de equihbno simetrico e equivalencia de receitas 

em leiloes simultdneos e seqiienciais) Existem cinco compradores potenciais (n=5) neutros 

ao risco e tres objetos identicos e indivisiveis (k=3). Cada comprador deseja comprar no 

maximo um objeto. Suponha que o pre9a de reserva do vendedor seja r = 0. Suponha 

tambem que cada licitante j atribui um valor monetario v. aos objetos e nao contra o valor 

dos objetos para os demais compradores. As avalia9oes dos diferentes compradores sao 

amostragens independentes de uma distribui9ao uniforme em [0,1] e de conhecimento comum 

entre os agentes. O mecanismo de venda e um leilao de lance lacrado onde os objetos sao 

vendidos simultaneamente ou sequencialmente. Entao o unico equilibrio simetrico e: 

bjj (v) = v {Leilao simultdneo de prego uniforme). 

bD (v) = E\y* | V* < v] {Leilao simultdneo deprego discriminatorio). 
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2V ^ ^ 

(v) = ( ) (Leildo seqiiencial de primeiro prego e 
5 '2' 3 

7 2v 2v 
^p(v) - {Leildo seqiiencial de segundo prego), onde a i-esima coordenada, 

para i =1,2,3, representa o lance otimo na iesima rodada do leildo. 

A receita esperada do vendedor nos quatro tipos de leilao e; 

R*=\. 

A seguir explicamos detalhadamente como chegamos a esses resultados. As demonstragoes 

utilizam duas hipoteses preliminares cujas validades serao entao confirmadas: a simetria do 

equilibrio e a monotonicidade estrita das estrategias de equilibrio. 

1) Leilao simultaneo de pre^o uniforme 

Considere este jogo sob a perspectiva do jogador 1. Se o jogador 1 fizer um lance menor 

do que o seu valor, entao ele podera nao ganhar um objeto numa situagao em que poderia 

ganhar, e nao ira alterar o pre90 que ira pagar caso ganhe. Agora suponha que o jogador 1 

considere fazer um lance maior do que o seu valor. Se isso e necessario para ganhar, entao e 

porque o seu verdadeiro valor e menor do que o terceiro maior lance. Nesse caso, ele estara 

langando um valor mais alto do que o terceiro maior lance. Consequentemente, ele ganhara, 

mas pagara o terceiro maior lance, que e maior que o seu verdadeiro valor. Isso significa dizer 

que langar o verdadeiro valor e uma estrategia dominante para todo licitante. Entao, 

bjv)^ 

e um equilibrio simetrico, como afirmamos. 

Vamos mostrar que b(v)=v e o unico equilibrio simetrico. Opayoff esperado do jogador 

1, se ele joga Z>, tern avalia9ao v, e o terceiro maximo dos lances dos outros jogadores zB, 

com fun9ao densidade de probabilidade Ib , e dado por: 



Kosbiau, A. R., Sotomayor, M.. Leiloes de objetos identicos com demanda unitaria 187 

n (by) =vP(B<b)-E(B\B<b)P(B<b)= C (y-x)fB(x)dx. 
•'0 

Entao opayoff esperado sera maximizado quando v) = (v-b) f (b) = 0. Logo, b 

db 

para todo lance no suporte de fB. Portanto, b(v) = v e o unico equilibrio simetrico. 

A receita esperada no leilao de pre^o uniforme e tres vezes o valor esperado do maior 

lance perdedor, ou seja, tres vezes a esperada da estatistica de ordem 4 da amostra 

Usando a expressao (B ) do Apendice: 

EV™   j——yj - obtemos 
m + \ 

R* = 3£F4
5 = 3(|) = 1 

6 

2) Leilao simultaneo de pre^o discriminatorio 

Sob a perspectiva do licitante 1 e considerando que os lances sao fu^oes crescentes dos 

valores, de tal forma que os tres licitantes com os maiores valores recebem um objeto, ele 

sera um dos ganhadores quando sua avalia9ao for maior do que a estatistica de ordem 3 da 

jy-4 
amostra {V2,...,V5} Logo, o lance otimo deve ser o valor esperado de >5 condicionado a 

ganhar um objeto. Ou seja, um licitante com valor v faz um lance, num equilibrio simetrico, de 

acordo com a seguinte fungao: 

V341 V34 < v 

A justificativa para o argumento acima e a seguinte: o comprador 1 ganha um objeto se e 

somente se pelo menos dois de seus rivais tern avaliagoes abaixo de afb), onde a = (b^ ou 

ainda se e somente se afb) > V4 Desta forma: 

P (ganhar jogando b contra bD (v) dos rivais) = P( V4 < a(h))=Ftt(a(b)), onde W= 
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No equilibrio, b deve maximizar opayoff esperado; 

n (by) = (v-b) F/cfb)). Entao, 

3rf 1 1 

(Z»,v) = (v-h)fjc(b)) (bpib))(v) - FJv)-0. 

Ou ainda, 

v/» - bD(v)ff{v) - b'ffv) Fffv) = 0. 

[bD(v) F (v)]' = vfw(v). 

bD(v) = £ 5 ds Logo, bffv) = E[W\ W< v] = E[V) IF34 < v], como queriamos 

demonstrar.- 

O vendedor vai receber o lance de cada ganhador. Os ganhadores tern as tres mais altas 

avaliagoes. O vendedor espera que cada ganhador lance o terceiro maior valor entre as outras 

quatro avalia^oes. Assim, ele espera que cada ganhador lance a quarta mais alta avaliagao, 

isto e, EV*. A receita esperada e a soma dos valores esperados dos lances dos ganhadores. 

Logo, 

R* = 3E(Vl) = 3 A = 1 
6 

5 O fato de que n tem um maximo segue do seguinte argumento. Temos que ^ u(byV) = F'jGfo))® '(b)>0, desde que 
dbdv 

<7 e estritamente crescente por hipotese. Logo, dn(£,v) g estntamente crescente como fun9ao de v. Tome b<bD(v), 
db 

perto de bD(v). Entao existe v'e[0,l] tal que bD(v')=b. En&Q bD(v')=b<bD(v). Como bD(.) e estritamente 

crescente, temos que v'<v. Assim ^n(^^v) > ^ ^ = 3n(6D(v),v) Entgo ^ ^ ^ crescente para 
db db 

b<b (v). Similarmente mostramos que e decrescente para b>bD(v). Desta forma, bD(v) e um maximante global. 



Kosbiau, A. R., Sotomayor, M.: Leiloes de objetos identicos com demanda unitaria 189 

Observa^ao. No caso de dois objetos e tres compradores o lance otimo sera: 

v(3 - 2v) 

bD(v) = E{V^ | F2
2 < v) = ~2t2^v) 

Isto corrige o engano em Menezes (1998, p. 321), que afirma que bDiy) = 

EiVi I^ < v') = — Neste exemplo a receita esperada sera R* = 2E(y*) = — e o 

2 

pagamento esperado sera, segundo o Teorema 1 (Milgrom e Weber, 1982 e Myerson, 1981, 

E{Vt | F2
2 < v)P(F2

2 < v) = ) 

que e o mesmo que no leilao de pre^o uniforme, contrariando a afirmaqao de Menezes (1998, 

p. 321) de que os pagamentos esperados dos licitantes nos leiloes de pre90 uniforme e 

discriminatorio sao distintos. 

3) Leilao seqiienciai de 1° Pre^o 

Resolveremos este jogo de tras para frente. 

3a Rodada do leilao: ao fim da penultima rodada ha tres compradores potenciais e um unico 

objeto. Este e apenas um leilao de 1° pre90 de um unico objeto. Consideramos que os lances 

sao crescentes em termos dos valores, tal que o licitante com o maior valor em cada rodada 

ganhe um objeto. Entao, sob a perspectiva do licitante 1, ele ganha na terceira rodada se nao 

ganhou nas duas primeiras e se sua avaliaqao v for maior do que as dos outros dois licitantes 

presentes nesta rodada. Isto equivale a requerer que v seja maior do que o terceiro e quarto 

maiores valores em {V2 ..,V5}e menor do que o segundo maior valor desta amostra. Ou 

seja, o licitante 1 ganha um objeto se 

K<y<K 

O jogador 1 ganha na terceira rodada se o seu lance for maior do que o lance dos outros 

dois jogadores presentes nesta rodada. Sejam W2, e W3 as avalia9oes dos outros dois 
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jogadores presentes na terceira rodada. Denote b* = blP (lance otimo na terceira rodada do 

leilao seqiiencial de primeiro pre9o),a = F](x)=P(W<x))j=2}3 e f.(x)=F,
](x). 

Entao a probabilidade de 1 ganhar na terceira rodada e 

p(b)=P(b>b*(Wj),j=2,3)=P(W< G(b))2=P.(o(b)). No equilibrio, b deve maximizar o pqy- 

off esperado; 

P(b,v)= (v-b)p(b). Entao, 

= (v-b)T -(b)- p(b) = 0. 

db 

Temos que p '(b)= 2F.(^(b)).fj((<3(b)).a'(b). 

1 

Logo, (v-b) 2F(<3(b))ffQ(b)). ^^-F2^(b)) = 0, donde 

2Fi(v)vfj(v)-2b*{v]f(v)Fi(vyb*'(v)F2
i(v) = 0 

[^(v) F(v)]'= 2v/-;(v)/;(v) 

b*(v) P(v) = £2xF.(x]f:ix)dx 

rv ¥ (x) f.fx) 

b*(v) = I 2XFYv)F/v/X =£[^2 l^i3 =v] ' (Ver Apendicej. 

Ou seja, o lance otimo num leilao de primeiro prego de 1 objeto e 3 compradores e o 

valor esperado do segundo valor mais alto condicionado a ganhar. Dessa forma, o lance otimo 

para o licitante 1 na terceira rodada deve ser o valor esperado do terceiro maior valor dentre 

os demais licitantes, condicionado a ganhar nesta rodada. Ou seja, um licitante com valor v 

faz um lance na terceira rodada, num equilibrio simetrico, de acordo com a seguinte fungao; 

6 Que b *(v) e um maximante segue do mesmo argumento usado na nota anterior. 
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bPPfv> = E 
4 4 4 

[Vs IV3 <V<V2J 

Usando as expressoes (B ), (B ) e (B )do Apendice B temos: 

^(v) - E[V; | V2
4 =v] = E[V4

51V3
5 =v] = Etf] = |v. 

2a Rodada do leilao: na segunda rodada do leilao ha quatro licitantes e dois objetos a venda. 

Alem disso, os licitantes que participam nesta rodada sabem que se eles perderem a 

possibilidade de comprar o segundo objeto colocado a venda, entao dadas as estrategias que 

eles utilizariam na ultima rodada do leilao, o licitante perdedor da segunda rodada que tenha o 

maior valor ira ganhar o terceiro objeto. Para que um comprador seja indiferente entre ganhar 

um dos dois objetos identicos, o pre90 que ele pagaria por qualquer um deles tern que ser a 

mesma variavel aleatoria. Isto e, sob a perspectiva do licitante 1, ele querera pagar na segunda 

rodada, caso ganhe nesta rodada, o mesmo que pagaria na terceira rodada caso nao ganhasse 

na segunda. Logo, se ele tern valor v, ele lanqara o valor esperado da estatistica de ordem 3 

de {V2,...,V5} condicionada a ganhar um objeto na segunda rodada. Ele ganha na segunda 

rodada se nao ganhou na primeira e sua avaliaqao v for maior que as avalia9oes dos outros 

tres licitantes presentes nesta rodada. Isto e, sob a perspectiva do licitante 1, ele ganha na 

segunda rodada se dentre as avalia96es dos outros quatro licitantes, v for maior do que a 

segunda mais alta e menor do que a primeira mais alta. Isto significa dizer que: 

F2
4 < v < V4 

Assim,um licitante com valor v faz um lance na segunda rodada do leilao da seguinte forma: 

bpP(v) = E 
4.4 4 

V, |V2 <v<V1 

Usando as expressoes (B4), (B3) e (Bfi) do Apendice B temos: 

b2
pp(v) = E[F3

41V,4 = v] = E[V4
51V2

5 = V] = £[Z2
3] = E. 
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la Rodada do leilao: o licitante 1 ganha na primeira rodada se sua avalia9ao for maior do 

que as avaliagdes dos outros quatro licitantes, isto e, se Fj4 < v - Com um argumento analogo 

ao usado acima, podemos concluir que o seu lance otimo sera 

Kp (v) = EVl I ^i4 < vl = E{Vl \Vl
5=v] = £[11 ] = | v 

Assim, 

2v v 2v 
?pp(v) = (—---—) 
PP 5 2 3 

e a estrategia de equilibrio para um licitante com valor v, como afirmado. 

Resumindo a discussao acima, um comprador tern a garantia de ganhar um dos tres objetos 

se o seu valor se encontra dentre os tres maiores valores. Se o seu valor for o maior, tal 

licitante ganhara na primeira rodada do leilao. Se o seu valor for o segundo maior, tal licitante 

ira ganhar na segunda rodada do leilao e se for o terceiro maior ele ganhara na terceira rodada 

do leilao. A receita esperada na primeira rodada do leilao e o valor esperado do lance do 

ganhador na primeira rodada, que e o valor esperado do lance, na primeira rodada, do licitante 

com a maior avalia^ao: 

EK E[v4
5 | J/5 ]} = P[r4

5 ] = 2=1 
6 3 

A receita esperada na segunda rodada do leilao e o valor esperado do lance ganhador na 

segunda rodada, ou seja, e o valor esperado do lance, na segunda rodada, do licitante com a 

segunda maior avalia^ao: 

)) = e{E[V4
5 \V2

5]} = E[V4
5 ] -1^ 

6 3 

A receita esperada na terceira rodada do leilao e o valor esperado do lance ganhador na 

terceira rodada, ou seja, e o valor esperado do lance, na terceira rodada, do licitante com a 

terceira maior avalia9ao: 



Kosbiau, A. R., Sotomayor, M.. Leiloes de objetos identicos com demanda unitaria 193 

E{b]p(V3
5)) = ElE[F4

5 IV3
5]} = £[K51 = j = 1 

6 3 

Como vemos, as receitas esperadas nas tres rodadas do leilao sequencial de 1° pre90 sao 

iguais. A receita esperada do vendedor e: 

1 1 1 i 
R* = - + - + - = 1 

3 3 3 

4) Leilao sequencial de 2° Pre^o 

Tambem resolveremos este jogo de tras para frente. 

3a Rodada do leilao: na ultima rodada ha tres licitantes e um unico objeto. Entao temos um 

leilao de 2° pre^o de um unico objeto. Cada um dos tres licitantes remanescentes faz como 

lance o seu verdadeiro valor, ou seja, 

^SP — ^ 5 

lembrando que denotamos por b^F o lance otimo na terceira rodada do leilao de primeiro 

pre90. 

2a Rodada do leilao: na terceira rodada o jogador paga o segundo maior lance feito pelos 

licitantes presentes, caso ganhe. Como o lance e igual ao valor nesta rodada, sob a perspectiva 

do jogador 1, ele paga, na terceira rodada, o terceiro maior valor de {V2,...,V5} caso ganhe. 

Como no equilibrio ele deve ser indiferente entre ganhar um objeto na segunda rodada e 

ganhar um objeto na terceira rodada, ele quer pagar J/4 caso ganhe na segunda rodada. 

Assim, se V] = v e o licitante 1 ganha na segunda rodada ele espera pagar 

E[V3
4 jV2

4 < v < F,4] 5 que e o mesmo que £[V4
51V2

5 = v], por (B4) do Apendice B. Sob a 

perspectiva do jogador 1, o seu pagamento na segunda rodada, se ele ganha nesta rodada, 

deve ser igual ao segundo maior lance nesta rodada, que e o lance do licitante de segundo 

maior valor dentre os quatro jogadores presentes nesta rodada, considerando que os lances 

sao crescentes em termos dos valores. Ou seja, se o jogador 1 e do tipo v, 
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E vl 1 ^2 = V 
bSP(V*)\V*<v<V; = E[b2

SP(V')\vl=v 

2V 
Entao b2

SP(F35) = E{Vl \ V^)= E{Z2) = —r-, pois 

E{E{Vt \V,5)\Vf=v)= E(^V3
51F2

5 = v) = I^Z,3) = ^ e 

E(V:\V^=v) = E{Zl) = X-. 

la Rodada do leilao: na primeira rodada do leilao o licitante 1 ganha se sua avalia^ao for 

maior do que as avalia^Ses dos outros quatro licitantes, isto e, se Fj4 < v Como no equilibrio 

ele deve ser indiferente entre ganhar um objeto na segunda rodada e ganhar um objeto na 

primeira rodada, ele quer pagar y* caso ganhe na primeira rodada. Assim, se Vl — veo 

licitante 1 ganha na primeira rodada, ele espera pagar E[V* \ V* < v], que e o mesmo que 

E[V* | V* = v]. Com um argumento analogo ao usado acima, podemos concluir que 

e[v! I = v]= E[bl
sp(V*) IE,4 < v] = E[bl

SP(V2
5) | F,5 = vJ ■ 

Entao ^p(F2
5) = E(E4

5 \V2
5)= FAZl) = ^, pois 

E{BW! IC/II If = "l=\E<yl I ^)=^£(2,')=i(y)=Y e 

E(v;\r^v)=E(Z'1)^ 
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Assim, 

, . . 2v 2v . 
sp (v) — ^ ^ 

e a estrategia de equilibrio para um licitante com valor v, como afirmado. 

A receita esperada na primeira rodada do leilao e o valor esperado do segundo maior lance, 

que e o valor esperado do lance do licitante de segunda maior avalia9ao, i.e., 

E(bx (V2
5)) = = -•- = - 

sp 4 4 6 3 

De forma similar, na segunda rodada do leilao, a receita esperada e o valor esperado do 

segundo maior lance, que e o valor esperado do lance do licitante de segundo maior valor 

nesta rodada. Como o segundo maior valor da segunda rodada e o terceiro maior valor, a 

receita esperada na segunda rodada do leilao e: 

E{bl{V*)) = \EV* =\l = \ 
3 3 6 3 

Como o segundo maior valor da terceira rodada e o quarto maior valor, a receita esperada 

na segunda rodada do leilao e: 

E(blP{Vl)) = EV:=l = \ 
6 3 

Poderiamos tambem ter calculado diretamente: 

Ebl
sp(V2) = £[£{¥11V2

5)] - EV4
5 = i 

Eb2
sp(V3

5) = E[E(V4
51 F3

5)] = £V4
5 = i 
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Eblp(yl)-EVl 

Assim, a receita total esperada do vendedor e 

111, 
R* =_ + -+- = 1 

3 3 3 

As quatro formas de leilao geram a mesma receita esperada. Para os leiloes seqiienciais a 

receita esperada obtida em diferentes rodadas e a mesma. Este fato nao e acidental, como 

veremos na proxima seqao. 

3 O modelo Simetrico de Valores Privados Independentes (SVPI) 

Um lote de k objetos identicos esta para ser vendido. 0 vendedor valoriza cada objeto em 

zero. Existem n compradores neutros ao risco, cada um dos quais deseja comprar, no maximo, 

um objeto. Cada comprador iconhece o seu proprio valor v^os objetos (esta e a hipotese 

de valor privado) e nao conhece as avalia9oes dos seus oponentes. Os valores dos diferentes 

licitantes sao observances independentes de uma variavel aleatoria nao negativa F com uma 

distribuipao continua de conhecimento comum entre os agentes. Sejam F{v) ef(v) a funnao de 

distribuipao e aftinpao densidade de V, respectivamente. O suporte de/e [o,vJ- Assim, todos 

os agentes concordam que a probabilidade de que o valor do licitante i seja menor do que 

v seja dado por F(v),todo mundo sabe que todo mundo sabe isto, todo mundo sabe que 

todo mundo sabe que todo mundo sabe isto, ad infinitum. 

Sejam V Vn os valores dos licitantes. Em prol de uma notapao mais simples, mas sem 

perda de generalidade, restringimo-nos ao caso k<n. Como na seqao anterior, denotamos 

por vm as estatisticas de ordem / da amostra aleatoria V1,...,Vm, m =l,...,n, com 

V™ > V™ >... 

Todas as formas de leilao que consideramos induzem um jogo com informaqao incompleta 

sobre os payoffs dos jogadores. Embora os jogos induzidos pelos leiloes seqiienciais sejam 

jogos dinamicos, as hipoteses que impomos nos permitem considera-los como jogos estaticos. 

Desta forma a noqao de equilibrio adequada e a de equilibrio de Nash-Bayesiano. Porque as 
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regras desses leiloes tratam os compradores simetricamente e porque temos hipoteses 

simetricas sobre os compradores, procuramos por equilibrios de Nash simetricos. Desta forma, 

cada licitante escolhe a mesma fun9ao de lance. 

3.1 Resultados principals 

Dadas as hipoteses do modelo, a escolha de lances para um dado comprador afeta seu 

payoff somzniQ a medida que afeta a sua probabilidade de ganhar uma unidade ou a quantia 

que ele espera pagar caso ganhe um dos objetos. 

Segundo a abordagem de Harris e Raviv (1981), Myerson (1981) e Riley e Samuelson 

(1981), o problema de decisao de um licitante (quando as estrategias dos outros licitantes 

estao fixas) e o de escolher uma probabilidade p de ganhar um objeto e um correspondente 

pagamento esperado g(p)) associado ao lance que ganha algum objeto com probabilidade p. 

Dada a hipotese de independencia no modelo, o conjunto de pares {pyg(p)) disponiveis para 

o licitante depende somente das regras do leilao e das estrategias dos outros jogadores, e nao 

de seu valor privado para os objetos. Assim sendo, se o comprador 1 valoriza uma unidade 

em v, o seu payoff esperado para um ponto {p,g(p)) e 

Seja p*(v) a escolha de p que maximiza ti1 quando o comprador 1 tern valor v. Isto e, 

p*(v) e a probabilidade do comprador 1 de ganhar um objeto quando tern avaliagao v e todos 

jogam em equilibrio. Assumimos quegf^) e diferenciavel Qmp*(v). Entao; 

n/pj^'.p-gfp). 

f^(P*(v))=v-g'(p*(v))=0. 

dp 

Entao 

g'(p*(v))=v Al. 

Supondo que/?Yy) ^ diferenciavel, temos; 
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Assim obtemos; 

gip* {v))=g{p* (0)) + j dgip" (5)) = g{p * (0)) +1 s-dp* (5) 

0 0 

Temos assim demonstrado o seguinte resultado: 

Lema 1 (Myerson (1981), Riley e Samuelson (1981): Sejam p*(v) e g(p*(v)) a 

probabilidade de um licitante ganhar algum objeto e o pagamento esperado, 

respectivamente, quando o seu valor eve todos jogam em equihbrio.Sep*(-) e g(.) sdo 

diferencidveis, entdo7 

Teorema 1 (Principio da Equivalencia de Payoffs) (Milgrom e Weber, 1982; Myerson, 

1981). 

Consideremos o modelo de leildo de valoresprivados independentes simetricos com n 

licitantes neutros ao risco e k objetos. Assumamos que um perfil de estrategias de 

equihbrio e tal que os licitantes com os k mais altos valores tern certeza de receber um 

objeto, e um licitante com valor zero tern um pagamento esperado de zero. Entdo: (a) 

o pagamento esperado de um comprador com valor v e igual a 

V 

g[p* <») = ,?(>* (0)) +1 S.dp* (5) 

0 

O nosso primeiro teorema e o seguinte: 

E{vr i vr < v).p{vk
n-' < v)' 

(b) a receita esperada do vendedor neste equihbrio e 

(c) o lucro esperado de cada licitante e Hj = [v - E{vj 1 | 1 < v)\p{Vj 1 < v) 

7 Esta formula vale mesmo se g(.) nao e diferenciavel. 



Kosbiau, A. R., Sotomayor, M: Leiloes de objetos identicos com demanda unitaria 199 

Demonstra^ao: por hipotese, se todos jogam em equilibrio, um comprador ganha um objeto 

se a sua avalia9ao e uma das k mais altas avalia96es. Isto significa dizer que um comprador 

ganha um objeto se as avalia^oes de pelo menos n-k dos outros n-1 compradores sao 

menores ou iguais a sua avaliagao. Entao, sob a perspectiva do comprador 1, a probabilidade 

do comprador 1 ganhar um objeto, dado que o seu valor do objeto e v, e 

p*{y) = p[vk"-x<v) = Fvr{v), 

onde E/7 1 e a estatistica de ordem k da amostra {V2,...,Vn}. 

Entao, 

dp*{y) = f x {y)dv 

Usando o Lema 1 temos que, levando em conta que g(p*(0))=0. 

V 

g(p*(v)) = j sfv„_, (s)ds. 

Por outro lado, se x<v, 

Entao: 

E(Vp I vr < v).p 

Logo, 

g{p * (v)) = E{vrl | l;-1 < v)./'(f;-1 < v), 

o que demonstra a parte (a). 
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Para a parte (b), observe que a receita esperada do vendedor e a soma do que cada um 

dos k ganhadores pagara. Cada ganhador tem avaliatpao V" para algum Temos 

que a estatistica de ordem k da amostra {V2,...,Vn}, quando Vl = V" para algumj=l, ...X e 

a estatistica de ordem k+1 da amostra {Vv...,Fn}. Desta forma, sob a perspectiva do jogador 

1, se ele tem avaliagao j/j = V" Para algum j=l, ...X, o seu pagamento esperado e WD- 

Logo, o vendedor espera receber 

Para a parte (c ) temos que o lucro esperado de cada comprador e dado por: 

n, = n, O * (v)) = v.p *{v)-gip* (v)) 

Portanto, n, = v.PiV^ < v) - E^1 \ ^ v)' donde 

e a demonstraqao esta completa.B 

Nos leiloes simultaneos de Vickrey (ou uniforme) e discriminatorio, uma estrategia para um 

licitante e uma funqao b(.), que associa cada um de seus possiveis valores v a um lance b(v)>0. 

No leilao de Vickrey, e uma estrategia dominante submeter o proprio valor. Entao b(v)=v e 

um equilibrio. Um jogador tipico, digamos o jogador 1, ganha algum objeto se seu lance for 

maior que o Uesimo lance mais alto dos restantes n-1 licitantes. Isto significa dizer que ele 

ganha um objeto se o seu valor for um dos k valores mais altos. Entao o Teorema 1 aplica e 

temos provado o seguinte resultado; 

Teorema 2 (Vickrey, 1962; Ortega-Reichert, 1968). 

No modelo SVPI com n licitantes neutros ao risco, k objetos (n>k) vale o seguinte: 

(a) Seja bj(v) = v = | Vk"~l = vj, para j=l, ...,n. Entao (b/.), ...,b/.)) e o unico 

equilibrio simetricodo leilao simultdneode prego uniforme. 

(b) O lucro esperado de um licitante com valor v no leilao de prego uniforme e: 

n, = [v-£(C | C ^ vI-pcC < v) 
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(c) O pagamento esperado de um comprador com valor v e igual a 

E{vr | F;-1 < v).p(vk"-1 < v)' 

(d) A receita total esperada do vendedor no leildo de preqo uniforme e k.E{v^+l). 

Os seguintes lemas serao de utilidade: 

Lema 2: seja p*(v) a probabilidade de um licitante ganhar algum objeto quando o seu 

valor eve todos jogam em equilibrio. Entdo p*(v) e crescente. 

Demonstra^ao: o payoff esperado de um comprador com avalia^ao v e probabilidade de 

ganhar algum objeto igual a p*(v) pode ser escrito como uma fun^ao de v: 

n/vj =vp *(v)-g(p *(v)). 

Entao, n fvj^fp*^)]' +p*(v)-g'(p*(v)).[p*(v)J'= [v-g fp*(v))][p*(v)J'+p*(v). 

For A1 temos que 

A2 

For outro lado, a fun9ao Tlfv) e convexa. De fato, sejam v2 e v*=^v1+f/-ly)v2. Entao, 

^P-Vj - g(p), Vy =1,2 e \/p. Em particular parap=p*(v*). Entao, 

UfvJ>p*(v*)v. - g(p*(v*)), \/j =1,2, donde XUfvJ + (vj > - 

Xg(p*(v*)) + (l-X) p*(v*)v2 - (l-X) g(p*(v*))= p*(v*)(hvl + (l-X)v2)~ g(p* 

(v*JJ=p*(v*Jv* - g(p*(v*JJ=nfv*)=n]fkvl + (l-XJv2). Portanto, ETLfv^) + (l-XJUfvf > 

nl(kvl +(\-X)vf, como afirmamos. 

Desta forma, Tl^iy) e crescente em v, o que implica quep*(v) e crescente em v, como 

queriamos demonstrar.B 

Assumiremos por enquanto que no leilao discriminatorio a fun^ao de distribuigao de 

b(Vj) e estritamente crescente em [0, vj, para todo comprador j. Isso implica que p*(b), a 

probabilidade de ganhar lan9ando b, quando todos os outros jogam em equilibrio, e 

estritamente crescente. De fato, se b^b^ entao p*(b1)=P(b(Vj)<b1, para pelo menos (n-k) 

compradores j dentre os (n-1) restantes)=P(b2<b(Vj)<b1, para pelo menos (n-k) 

compradores j dentre os (n-1) restantes)+P(b(Vj)<b2, para pelo menos (n-k) compradores 
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j dentre os (n-1) restantes)> P^V^t^para pelo menos (n-k) compradores j dentre os (n- 

1) restantes) =p*(b2), usando-se que PCb^^V^bj, para pelo menos (n-k) compradores j 

dentre os (n-1) restantes)>05 pelo fato da flmqao de distribuiqao de b^) ser estritamente 

crescente. 

Agora podemos provar o seguinte resultado: 

No leildo simultdneo dischminatoho, b(v) e estritamente crescente em [o,vJ. 

Demonstra^ao: Estamos assumindo que p(b) e estritamente crescente em b. Seja 

p(b(v))=p*(v). Pelo Lema 2 p*(v) e crescente em v. Logo, b(v) e crescente em v. Para ver 

que b(v) e estritamente crescente use o fato de que caso contrario, se digamos v <V2 e 

b{yx)=b{y2), b(v) nao seria otima resposta para um licitante com avaliaqao V nas 

situaqoes em que a mais alta avaliaqao esta em (v7,v2). De fato, nestas situa96es, lanqando 

b(v)+z, para 8>0, e suficientemente pequeno, o licitante sempre ganha o leilao. Desta forma, 

ele pode aumentar o seupayoff esperado e lucrar com o desvio. Portanto, b{.) e estritamente 

crescente, como queriamos demonstrar.H 

A demonstraqao do lema acima corrige a demonstraqao apresentada por Wolfstetter 

(1996), onde o autor incorretamente conclui que se p*(v) e crescente em v e p*(b) e 

crescente, entao b(v) e crescente. 

Para verificar que a flmqao de distribuiqao de Z?(F) e estritamente crescente em [o, v], use 

que P{b{V^<b^Piy^b'fbf)=F{b-\bf), F e estritamente crescente e b'] e estritamente 

crescente por ser a inversa de uma flmqao estritamente crescente. 

O Lema 3 implica que a probabilidade do licitante 1 ganhar, se ele e do tipo v, e; 

p* (v) = P(ganhar\vaIor = v) = P (biVj) <b{v), para pelo menos (n-k) compradores] 

dentre os (n-1) restantes) 

= P (F; < v, para pelo menos (n-k) compradores j dentre os (n-1) 

restantes) = P{Fk
n~l < v), como no leilao de Vickrey. 

Logo, para este leilao o Teorema 1 tambem se aplica. Assim, 

g(p (v)]=E(vri\v:-i<v].p(vy<v} 
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Entao, como neste leilao um comprador paga o seu lance b(v) se ele ganha um objeto, 

temos que: 

Segue entao que: 

b{v) = If;-1 <vj- 

Temos, dessa forma, demonstrado o seguinte resultado: 

TeoremaS: (Vickrey, 1962; Ortega-Rechert. 1968). 

No modelo SVPI com n licitantes neutros ao risco, k objetos, n>k, vale o seguinte: 

(a) Seja bjiy) = \ V£~l < vj para j=l, Entao (b^.), ...,bn(.)) e o iinico equihbrio 

simetrico do leilao simultdneo discriminatorio. 

(b) O lucro esperado de um licitante com valor v no leilao discriminatorio e: 

Dos Teoremas 2 e 3 obtemos o seguinte corolario: 

Corolario 1: A receita total esperada do vendedor e o payoff esperado dos compradores 

sdo os mesmos em ambos os leiloes simidtdneos, de prego uniforme e discriminatorio. 

Nos leiloes seqiienciais de primeiro e segundo pregos, k objetos estao a venda por meio 

de uma seqiiencia de k leil5es. Sejam bv bk os lances ganhadores. Uma estrategia e 

g(p*(v))=^(v)./'(f;-1 < v)- 

(c) O pagamento esperado de um comprador com valor v e igual a 

EUT i vr < v).p(vrx ^ 9- 

(d) A receita total esperada do vendedor no leilao discriminatorio e k. 
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umacolegao defur^oes y81(.),yS2(.;&1)v..,^(.;ft1,....,^_1),onde eolancede 

um jogador de valor v na7-esima rodada, dado que bv...,b^A sao os lances ganhadores das 

rodadasanteriores. Suporemosquecadaflm9ao ft■[.',bx,....,b._^) eestritamentecrescente. 

Teorema 4 (Wcbcr. 1983, Milgrom, 1985). No wodclo SI PI cow n neutfos qo 

risco, k objetos (n > k), o seguinte segue: 

(i) Nos leildes seqiienciaisde priweiroe segundo pregos o lucro esperado de uw 

com valor v e: 

v-E\V^\Vn
k'

{ <v • P(Vk
n'l<v) ni = 

O pagamento esperado e 

g(p (v))=Pivr < vmvr i vr < v) 

e a receita esperada e 

k-p[v:A 

(ii) Seja bl
pp{v) = EfP \ V"~l <v< V"~l J= Efi, 1V" = vj para l = l, ,k e seja 

bpp{.) = {bx
pp{.),....,bk

pp{.)). Entao, bppC) e o unico equilibrio do 

seqiiencial de 10prego. 

(Hi) Seja h'Jv) = ElVj-1 \ Vj~[ = v] = E^ \ Vj^ = vj, para 1 = 1,  e seja 

bsp{.) = (bl
sp(.),....,bk

sp{.)).Entdo, bsp{.) e o linico equilibrio simetrico do leilao 

seqiiencial do 2° pre go. 

Demonstra?ao: Como aftin^ao /3j[.-,bl,....,bhl)e estritamente crescente, paratodoj=\,...,k, 

o ganhador na rodada j sera o comprador com o j-esimo mais alto valor. E claro, entao, que os 

ganhadores serao aqueles que tiverem valores entre os k mais altos valores. Desta forma, o 

Teorema 1 aplica para ambos os tipos de leiloes e temos demonstrado a parte (i). 
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Sob a perspectiva do comprador 1, a probabilidade de ele ganhar algum objeto em alguma 

rodada, quando tern um valor v e: 

Sabemos que o pagamento esperado de um jogador do tipo v e: 

A probabilidade de ele ganhar um objeto exatamente na rodada A: e a probabilidade dele 

ganhar algum objeto e nao ganhar nas k-\ primeiras rodadas. Isto e, 

P(jogador 1 ganhar na rodadak\V=v )=P(v ser maior do que exatamente n-k V.'s q menor 

do que exatamente ^-1 V's do conjunto {V2,...,VJ)= 

par1 <v<vk
n-1) 

Assim, o pagamento esperado de um jogador do tipo v na rodada k e: 

P{vr < v < f;-') Mn"'11 K"~' < v < ) 

A probabilidade de ele ganhar algum objeto exatamente na rodada k-l e: 

P(jogador 1 ganhar na rodada A:-l | V=v )=P(v ser maior do que exatamente n-k-h 1 V. s e 

menor do que exatamente k-2 F.'s do conjunto {F2,...,Fn})= 

P(V£<v<V£) 

Entao, o pagamento esperado de um jogador do tipo v, na rodada k-\, e: 

p(Fr1 < v < f;:1 ) .pfF;-11 F;^ 1 < v < F;:1 ) • 

Continuando com este procedimento podemos deduzir que o pagamento esperado de um 

jogador do tipo v na rodada / e dado por: 

P^r1 < V < Fr1) ^(f;-1 IF,""1 < V < F,^1) ■ 
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Logo, o pagamento esperado do jogador 1 na rodada / se ele ganha um objeto exatamente 

na rodada / e, usando (B3) e (B4) do Apendice B: 

E(vr 1 vr < V < Vj"'1 ) = E(vr \ = v) = \ v; = v) ■ 

No leilao de primeiro prego o comprador paga o seu lance, se ganhar. Logo, o lance do 

comprador nesse leilao sera, quando tiver avalia9ao v, 

b'pp{v) = E(vk"+l\Vl" 

e temos demonstrado a parte (ii). 

Num leilao seqiiencial de 2° prego temos que a estrategia dominante de um licitante 

qualquer na ultima rodada (/ = £) e submeter um lance com o seu verdadeiro valor 

[ik{y\bx,,...,bk_x) = v Se o jogador ganha na ^-esima rodada, ele espera pagar 

E{yk+l | Vk = v), e se ganha na rodada k-\, ele espera pagar E{vk~
x | Vk~l < v< Vk~l). Sob 

a perspectiva do jogador 1, o seu pagamento na rodada k-\, dado que ele ganha nesta 

rodada, deve ser igual ao segundo maior lance nesta rodada, que e o lance do licitante de 

maior valor dentre os n-k+\ jogadores restantes, ou seja, e o lance do licitante com o k-\~ 

esimo maior valor em {F2,...,F } Dado que <v = V1 < o licitante com o k-1- 

esimo maior valor em {F2,...,f
/

n} e o licitante com o A:-esimo maior valor em {Vl,...,Vn}. 

Entao, se o jogador 1 e do tipo v, 

e{v;-1 i v;-' < v < f;,-1 ) = e(e;+i | f;., = v) 

4&-1 (K-1) IC < v < C21)=4^ ) IC = v)- 

Logo, 

E(K+t I = v) = (L;) I vk% = v) (*) 
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E claro que [3k_{(v) = ^(f/+1 | V" = v). De fato, basta ver que 

= E{yk+X \ Vk
n) q solugao daequagao (*). 

Argumentando indutivamente provamos que /?,(» = E{vk
n

+l \ = v), o que demonstra a 

parte (iii) e conclui a demonstragao.B 

4 Conclusao 

0 proposito deste trabalho foi oferecer uma introdu^ao a teoria de leiloes de multiplos 

objetos onde cada comprador esta interessado em comprar somente um objeto. A analise 

desenvolvida teve por base o modelo simetrico de valores privados e independentes, onde os 

itens eram vendidos simultaneamente ou sequencialmente. Ilustramos a equivalencia de payoffs 

dos leildes simultaneos de pre90 uniforme e discriminatorio e dos leiloes sequenciais de 

primeiro e segundo pregos. Estabelecemos, entao, um resultado mais geral; todos os leiloes 

que contemplam com um objeto cada um dos licitantes, com os k mais altos valores e com o 

mesmo valor critico, saopayoff equivalentes. 

A teoria dos leiloes encontra-se entre os ramos mais bem-sucedidos da Economia. E 

crescente o mimero de consultores, especialistas nesta area, que tern oferecido seus 

conhecimentos teoricos para desenhos de mecanismos de leilao realizados na pratica. Testar a 

teoria dos leiloes tern sido o foco de inumeros trabalhos em Economia Experimental. Muitas 

pesquisas tern sido feitas e muito resta ainda para ser aprendido. Mas a recente explosao de 

interesse em leiloes promete que nossos conhecimentos crescerao substancialmente num fu- 

turo proximo. 
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Apendice: estatisticas de ordem 

Sejam Vv...,Vn, n >1 variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas 

com flin9ao de distribui9ao comumF = Fv e f.d.p./= fVj com suporte em [0, v ]. Dizemos 

que as V. formam uma amostra aleatoria de tamanho n tirada de Fy ou tirada da popula9ao 

com distribui9ao F 

Para cada cd no espa9o amostral,  e a permuta9ao de 

 que satisfaz V"(co) > V"{(o) >... > V"(co) 

Assim, V" =max(vi,....,Vr!) e j^" - nun(Fl,....,Fn). Para cadaj=l,2,...,n, avariavel F" 

e chamada a estadsticade ordem i da amostra F., I' I'. J P 2' ' n 

A fun9ao de distribui9ao das estatisticas de ordem e dada por: 

FK{x)^\Piyj<x)\n^F\x) 

Para j >1, 

F n{x)- P{yn <x) = P{no minimo {n-j+\) dos Vk sao <x)=P exatamente (n-j+\) dos Vk 

sao < x ^ (]-l) dos Vk sao >x) + P (no minimo (n-j) dos Vk sao < x). Logo, 

Fv»(*) = 7 . +Fvn (X) (B,) 

Logo, af.d.p. de VJ, paratodo7=1,...,n, e 

fy ^= 7 1 F{xr'{l-F{x)y-'f{x) (B2) 
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Para todo s < k [V" \ V" = v] e precisamente Z£_s
s, a estatistica de ordem k-s da amostra 

Fix) 

aleatoria zy de tamanho n-s, onde FZj{x) = P (Z.< x) = P{V.<x | F < v) - e 

f (x) = J—l para x>v. Portanto, 

F(v) 

E(vk"\K = v) = E(z:::) 

Logo, podemos escrever tambem 

E(Vk
m 1V"' =v) = E(Vk

m'' 1 F"(
+' = v), V/ = 0,...,n-m, \/m < n. (B,) 

Por (B^ e (B2) temos: 

p (x) = — (X) 
ZJ ' (m - j +1)! ( / -1)! F(v) F(v) 

f ( ml r
F(y)r-/a TOy-i/W 

JzJX)(m-Mj-iyFiv) Fiv)' Fiv) 

Podemos escrever tambem 

e{v; | f; = v) = f(f; i f;+1 <v<vs"),vs<k (b,) 

Se F , Ysao i.i.d com distribuipao uniforme em [0,1], sabemos que F(x)=x ef(x)=\ 

Entao, 

EV,m =-^—Vtn = \,...,n 
m + l 

EVm =— 7 + 1 EVF,dj - Vm = 
' m-j+2 ' 
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Logo, 

EV™ =— ■7|1.Vj = l,...,w,V/w= 
m + l 

(BJ 

Quando as variaveis V. tem distribui9ao uniforme em [0,1], as acima definidas, tem 

x 1 
distribuigao uniforme em [0,v]. Entao, Fz{x) = — e fz (x) = - . Assim, 

1 V 1 V 

f.j= 7 W! . - (1 - -)J"1 - Z {m- jy.ij-\)\ v v v 

v 

Desta forma E{Z"'] = Jxfzm {x)dx 

Procedendo a mudanga da variavel x por zv obtemos 

i 

£[z; ] = vj zfvr{z)dz = vW" ], donde 

E[Z^] = v,\fj = l,..., m (B ) 
' m + \ v 6/ 

De B3 e B6 podemos escrever: 

E[v; | f; = v] = £[z;:;] = < 7, v7 = (b7) 
«-5+i 7 

Em particular. 

L[F" | F," = v] = FIZ,"-1 ] = —v. (B ) 
n v 8/ 




