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1. INTRODUCAO

Um dos critérios de avaliacdo e selecdo de alternativas de
investimento que mais encontra transito na literatura perti-
nente € o chamado critério da taxa interna de retomo. Todavia,
ndo obstante ser largamente difundido, a utilizacdo efetiva des-
se critério ndo é livre de percalcos. Tal se d& em virtude da
propria definicdo do que venha a ser a taxa interna de retorno
associada a uma alternativa de investimento, pois que esta en-
cerra conceitos matematicos de existéncia e de unicidade, que
por sua vez, devem ser examinados a luz de uma significacao
economica.

Como decorréncia de que nem sempre se esteja devidamen-
te atento a necessidade de haver compatibilidade quanto a dua-
lidade de interpretacdes, tém-se apresentado com bastante fre-
quéncia concepc¢des erroneas com relacdo a aplicabilidade do
critério da taxa interna de retorno. Assim, enquanto de um la-
do podem ser encontradas interpretacdes inadequadas de certos
resultados matematicos, como por exemplo nas referéncias [7];
[8], p. 556; [9], pp 28-9; [20]; [21], p. 19; [22], pp. 82 e 85
[23], p 56; e [24], de outro, pode-se também apontar trabalhos

(*) Os autores sdo do Instituto de Pesquisas do IPEA.
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em que o aspecto da significacdo econOomica ndo foi correta-
mente aplicado [10]; [14] e [17], p. 89<!>

O presente estudo apresenta a analise de um caso especifico
de uma alternativa de investimento que tem gerado uma certa
dose de controvérsia. Para tanto, se faz uso do trabalho de
Jean [13], que parece ter passado desapercebido a varios auto-
res. Evidenciar-se-a matematicamente que, para tal caso, desde
que seja satisfeita determinada condicdo béasica de carater eco-
nomico, a aplicacdo do critério da taxa interna de retorno é
isenta de problemas. Ainda mais, quando em confronto com o
meétodo do valor atual, obter-se-a total coeréncia de resultados.

O caso aludido ocorre, com certa frequéncia, na analise dos
investimentos educacionais. Apo0s a conceituacdo de tal tipo de
projeto, sdo abordadas certas dificuldades concernentes a apli-
cacdo do critério da taxa interna de retorno. Finalizando, sdo
examinados dois exemplos tomados da realidade brasileira.

2. A TAXA INTERNA DE RETORNO E SUA APLICACAO
COMO CRITERIO ECONOMICO

Visando uma exposicdo de cunho didatico, € conveniente
que se tecam aqui algumas consideracdes de carater geral. As-
sim, apds conceituar o que se entende por alternativa de inves-
timento (ou projeto), bem como sua representacdo formal, apre-
sentar-se-40 as definicdes do que constituem o valor atual e a
taxa interna de retorno a ela associados. A seguir se abordara
a aplicacdo efetiva da taxa interna de retorno como critério de
avaliacdo e de selecdo, justificando-se sua implementacdo
quando em confronto com o método do valor atual.

2.1. Definigdes

Genericamente se entende por alternativa de investimento
qualqguer empreendimento a que estejam associadas consequén-

(1) A literatura é extremamente farta em exemplos de trabalhos que con-
tém afirmativas incorretas. Basta mencionar que 0s préprios autores
ndo ficaram isentos desse tipo de pecado ([4], p. 121; [18] nn 225 e
227).
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cias ocorridas ao longo de certo intervalo de tempo, as quais,
tanto em termos de beneficios como de custos, no sentido lato,
sejam passiveis, via um procedimento ad hoc, de traducdo em
unidades monetarias. Seja n a vida econdmica do empreendi-
mento, que se supord finita e expressa em certa unidade toma-
da como base, o numero de periodos ao longo do intervalo de
tempo em que se manifestam suas consequéncias. Um projeto
serd formalmente caracterizado pela chamada sequéncia de flu-
xos de caixa liquidos: <ja0, ai,. an} Sem perda de generalida-
de, devemos ter a0.an 0, sendo que:

a0 — representa o investimento inicial, que se supde
concentrado no inicio do primeiro periodo da vida do empre-
endimento;

aj (para j=1,...,n) — designa a diferenca entre os totais
dos beneficios e dos custos que ocorrem ao longo do j-ésimo pe-
riodo, a qual se tomara como concentrada no fim do periodo
considerado. Por convencdo, aj>0, se ao longo do j-ésimo pe-
riodo os beneficios excedem aos custos.

Para 0s presentes propositos, a alternativa serd chamada
de investimento propriamente dito. Se a0 <0, dir-se-4 tratar-se
de uma alternativa de financiamento e, ap6s multiplicar sua
sequéncia de fluxos de caixa liquidos por menos um, sera ana-
lisada como se de investimento fosse. Nessa Ultima hipotese,
bastard ter presente que se deve inverter a indicacdo de ava-
liacdo econ6mica derivada da aplicacdo dos critérios que se ira
mencionar. Desse modo, assegurando a generalidade da anali-
se, sera tratado apenas do caso de projetos de investimento,
sendo entdo conveniente que a sequéncia de fluxos de caixa
passe a ser representada por § -S, Qi,. .,Qn ondeS>0 é o
“investimento” inicial.

Considerada uma certa taxa de juros, i, define-se o valor
atual, V (i), de uma alternativa de investimento através da
relacéo:

V@) = S+ 2 O (1+i) @

onde i se supBe expressa sob forma unitaria e relativa ao perio-
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do tornado como unidade béasica de tempo(2). De acordo com
0 método do valor atual, um projeto de investimento serd con-
siderado como economicamente interessante, ou justificavel,
seV (i) > 0.

Por outro lado, tomando agora a taxa de juros como incédg-
nita na relacdo (1), e satisfeitas certas condi¢cdes de existéncia
e unicidade, bem como de significacdo econdémica, a taxa inter-
na de retorno, i*, associada a uma alternativa de investimento
é a taxa que anula o seu valor atual. Isto é, i*, deve ser solucgédo
da seguinte equacao:

: n -=0 ()
V(i) = S+ 2 Q (1+i)
j=1
Em principio, de acordo com o critério da taxa interna de

retorno, uma alternativa de investimento sera considerada
como economicamente justificavel se i* > 1.

2.2. Problemas Associados ao Conceito
da Taxa Interna de Retorno

Mesmo nas condi¢des ideais aqui assumidas, e ao contra-
rio do que ocorre como metodo do valor atual, a implementacdo
do critério da taxa interna de retomo nem sempre apresenta-se
livre de problemas. Tais problemas, que, como ja se referiu,
sdo de natureza tanto matematica como econdmica, serdo agora
discutidos.

Comecgar-se-4& com o0s problemas de carater matematico.
Para tanto, é conveniente que se proceda a uma mudanca de
variaveis, fazendo-se x = (1+i)-1 como incognita(3), de modo
que a determinacdo da taxa interna de retorno associada a uma
dada alternativa de investimento passa a ser equivalente a bus-
ca das raizes do seguinte polindmio em Xx.

(2) Evitar-se-a aqui a discussdo de qual deva ser o valor considerado pa-
ra i supondo a existéncia de um mercado de capitais perfeito, tal que
invariavelmente com o tempo, quantidades ilimitadas de capital po-
dem ser tomadas em empréstimo, ou aplicadas, a taxa J. Nes-
sas condigcOes, pode-se demonstrar que as regras de avaliagdo econo-
mica que se mencionardo sdo Otimas ([11], cap. 3).

(3) Observe-se que X 0 quando i oo, X — 1 quando i — 0, e que
X 00 quando i m> — 1.
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F(x) = -S + 2 QjX| (3)
=1

De acordo com os fundamentos da &lgebra, todo polindmio
do grau n apresenta exatamente n raizes, incluindo-se ai as
complexas e contando-se cada raiz distinta tantas vezes quanto
for a sua respectiva multiplicidade. Para nossos propdésitos so
interessam as raizes x* as quais correspondam taxas i* que te-
nham significacdo econdmica, isto é, taxas de juros que sejam
niameros reais e, no caso mais geral, ndo inferiores a -100%
por periodo. Consequentemente, em principio, a busca de rai-
zes de (3) deve ser limitada ao intervalo definido por x * 0.
Na préatica, porém, taxas negativas e nulas carecem de interes-
se, 0 que implica em que a busca de raizes de F (x) seja, final-
mente, reduzida ao intervalo (0,1). Assim, se existir, a taxa
interna de retorno de uma alternativa de investimento sera
a taxa i correspondente ao unico valor distinto de xe (0,1) que
anula F (x).

Concentremo-nos nas questbes de existéncia e de unicida-
de. E entdo interessante que, de acordo com o0s sinais na se-
quéncia dos fluxos de caixa, as alternativas de investimento
sejam classificadas em dois grupos principais. No primeiro gru-
po se situardo as alternativas ditas de investimento simples e
as de investimento convencional, que sdo aquelas tais que, res-
pectivamente, ou Qj A 0 para todo j, ou 0s k < n primeiros flu-
x0s de caixa sdo ndo-positivos com o0s n-k Gltimos sendo néo-
negativos(4)- E claro entdo que, dado que -S < 0 e que Qn=%0,
as alternativas classificadas como de primeiro grupo apresenta-
rdo uma, e somente uma, variagcdo de sinal na sequéncia de flu-
x0s de caixa. No segundo grupo estardo as chamadas alterna-
tivas de investimento ndo-convencional, cujas respectivas se-
quéncias de fluxos de caixa apresentam mais de uma varia-
¢cdo de sinal.

2.2.1. ALTERNATIVAS DO SEGUNDO GRUPO

Para a andlise do caso de alternativas de investimento sim-
ples e convencionais, é relevante a chamada Regra de Sinais de
Descartes [26], p. 121:

(4) Obviamente, se Qj ~ 0 para todo j, se tera ndo mais uma alternativa
de investimento, e sim um caso de doagdo.
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“O numero de raizes reais positivas de uma equacao
com coeficientes reais,

f(x) = akn+ aixltl+ an= 0,

nunca supera o numero de variagcbes [de sinal], na
sequéncia de seus coeficientes

aQ ai,..., an

e, se inferior, entdo sempre [subtraido] de um
nimero par.”

E entdo de conclusdo imediata que, para o caso de uma al-
ternativa de investimento simples ou convencional, existe um,
e somente um valor x > 0 que anula F (x); seja ele x*. Por
outro lado, tendo em vista a equacdo (1), e observando-se que

F(O) = Iim V(i) = -S<0 e que lim F (x) = V(-1)>0, se Qn>0,

r> 0o X*> 00

segue-se, pela continuidade de polinémios, que a funcdo valor
atual associada a tais tipos de alternativas sera positiva para
taxas i < i* e negativa parai > i*, onde i* = (1 — x*)/x*
Consequentemente, dado que uma alternativa de investimento
s6 ser4d economicamente atrativa se V(i) >0 para uma certa
taxa i>0 conclui-se que, a priori, um projeto de investimento
simples, ou convencional tal que

n
F(I) = V() = -S+ 2 Qj "0 deve ser rejeitado. Isto é, pa-

: =1 L
ra que alternativas classificadas como do primeiro grupo se-
jam sequer examinadas, é necessario que os totais de seus res-
pectivos beneficios excedam os de custos(s).

2.2.2. ALTERNATIVAS DO SEGUNDO GRUPO

Observe-se agora o caso das alternativas classificadas co-
mo de segundo grupo. Convém esclarecer que, por esdruxulas
que possam parecer, tais sequéncias ndo constituem raridade

(5) A condicdo é necessaria mas ndo suficiente para a economicidade da
alternativa, pois, mesmo se satisfeita, poder-se-a obter V(£) 0

(o que acontecera se i* < £).
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na pratica corrente. Assim, ndo sO sdo associadas a exemplos
tipicos de investimentos industriais que sdo citados na literatu-
ra ([8], p. 563), como também, e de interesse especifico para es-
te estudo, a certos casos de investimentos em educacdo. Além do
mais, como se discutira no proximo subitem, costumam apare-
cer com bastante frequéncia quando do processo de selecdo en-
tre alternativas mutuamente exclusivas.

Para fins de analise, alternativas de investimento ndo-con-
vencional podem, por sua vez, ser classificadas em dois subgru-
pos. O primeiro compreenderia as relativas ao caso de em-
preendimentos para 0s quais a vida econémica n pode ser to-
rnada como variavel controlavel. Neste caso, conforme de-
monstrado nos trabalhos de Arrow e Levhari [2] e de Fleming
e Wright [6], entre outros existem regras Otimas de trunca-
mento do empreendimento que asseguram a auséncia de proble-
mas na utilizacdo do critério da taxa interna de retorno. No
segundo subgrupo se encontrariam as alternativas de investi-
mento ndo-convencional para as quais a vida econémica do em-
preendimento é tomada como uma dada constante. Nesse caso,
como se mostrara, nem sempre é possivel a aplicacdo do critério
da taxa interna de retomo.

Inicialmente, convém ressaltar que a Regra de Sinais de
Descartes ndo é mais de nenhuma utilidade. Isto porque além
de s6 prover um limite superior para o numero de raizes posi-
tivas de F(x), limite esse que é agora maior que 1, apresenta
0 inconveniente de ndo distinguir entre raizes simples e multi-
plas. A sua inadequacdo para a analise do caso de alternativas
de investimento ndo-convencional pode ser ilustrada através do
exame dos exemplos a seguir, para 0s quais 0s comportamentos
das respectivas func¢des valor atual sdo indicados esquematica-
mente no Grafico L

Sejam as alternativas que identificaremos como A, B, C e
D, as quais, respectivamente, sdo associadas as seguintes sequén-
cias de fluxos de caixa: -{4, 13, -10}\-2, 2, -1} <=2, 7, -4, 4fF e
An-11, 6, -12, 8% Enquanto as trés primeiras apresentam duas
variacdes de sinal, para a ultima temos trés variagcdes. No
entanto, ao passo que FA(x) » 0 se anula para dois distintos va-
lores positivos de x(0,5 e 0,8), FB(x) =0 para qualquer valor
de x e Fcx) e FD(x) anulam-se para um danico valor positivo
de x (0,5 nos dois casos).

O caso da alternativa C serve também para evidenciar que,
para a aplicacdo efetiva do critério da taxa interna de retorno,
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além dos aspectos matematicos de existéncia e de unicidade,
deve ser também observado um outro, este agora de natureza

econémica. Isso porque, embora Fc(x) = 0 somente para
x = 0,5 0 que implica que a funcéo valor atual se anule somente
para a taxa i* = 100% por periodo, sendo portanto satisfeitas

as condicdes de existéncia e unicidade, a aplicacdo do critério
da taxa interna de retomo entra em colapso. Tal acontece
devido ao fato de que, enquanto este critério indicaria a acei-
tacdo da alternativa C para qualquer taxa de comparagdo i <i*,
como Vc(i) » 0 para qualquer taxa i, a consideracdo do metodo
do valor atual conduziria a sua rejeicdo. A fim de evitar a
possibilidade de avaliacdo inconsistente, ou seja, para que a im-
plementacdo do critério da taxa interna de retorno seja sequer
cogitada, € necessario que a alternativa sob exame seja tal que

F(I) = V() > 0. Isto € — e este aspecto ndo foi percebido
nem por Hirshleifer em sua critica [10], nem por Jean em sua
réplica [14] —, embora a condicdo de que os beneficios totais

excedam o0s custos ndo seja necessaria para a economicidade do
empreendimento (como é o caso da alternativa A, cujo valor
atual é positivo para taxas entre 25 e 100% por periodo), ela é
imprescindivel para a aplicabilidade do critério da taxa interna
de retorno(6).

Por outro lado, como ilustrado no caso da alternativa D,
para a qual, note-se, FD(1) = 1 > 0, verifica-se a existéncia de
investimentos ndo-convencionais passiveis de uma avaliacao
coerente pelo critério da taxa interna de retorno. Deixando
para o proximo item a andalise de um caso particular de alter-
nativa de investimento ndo-convencional, para o qual a correta
aplicacdo do critério da taxa interna de retorno pode ser garan-
tida a priori, dirigimos o leitor aos trabalhos de Soper [24] e
de Norstrom [19], que apresentam condicOes de suficiéncia apli-
caveis a casos bastante gerais(?).

(6) Observe-se que, se V(0) <0, trés sdo as possibilidades que se apre-
sentam: o caso ilustrado pela alternativa c; aquele em que V(i) -4- 0
para qualquer taxa i (que é o caso da alternativa B); e aquele em que
a funcdo valor atual se anula pata mais de uma taxa de juros (caso

de A). No caso limite, V(0) — 0, ou o projeto é economicamente injus-
tificavel, ou o critério da taxa interna de retorno sera também
inaplicavel.

(7) Enquanto que uma analise crtica das condicbes de Soper podem ser
encontradas em [5], o trabalho de Norstrom, face a sua importan-
cia para o proprio caso particular que se ird estudar, sera tratado
em Apéndice.
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2.3. O Caso de Alternativas Mutuamente Exclusivas

Um outro problema associado a implementacdo do critério
da taxa interna é o relativo ao processo de escolha entre duas
ou mais alternativas. Tal problema deve-se ao fato de que, dada
uma taxa de comparacdo i, nem sempre a alternativa com o
maior valor atual serd a que apresenta a maior taxa interna
de retorno. Consequentemente, ndo se pode garantir a priori
que a simples comparacdo entre as taxas internas de retorno
das alternativas em exame produza uma selegcdo consistente.

A titulo de ilustracdo, considere-se as sequéncias de fluxos
de caixa \-3, 3, 3me ]-2, 3, 1[, respectivamente associadas as
alternativas que se denominardo E e F, que devido a caracteris-
ticas fisicas ou tecnologicas, ndo podem ser implementadas si-
multaneamente; isto €, E e F sdo ditas alternativas mutuamente
exclusivas. Individualmente, dado que tanto E como F sdo do
tipo investimento simples e sendo \’{(O) > 0, pode;se garantir

que, como se verifica facilmente, iE = 61,80% e iF = 78,08%
por periodo sdo as suas reipectivas taxas internas de retorno.

Entretanto, embora iF > iE dependendo da taxa i de compa-
racdo, pode-se preferir a alternativa E quando se comparar
VE(i) com VF(i). O intervalo ao qual deve pertencer i para
que tal aconteca é facilmente visualizado com auxilio do Gra-
fico 2, onde sdo esquematizadas as funcdes valor atual para
cada uma das alternativas.

*

Do*Gréfico 2 conclui-se de imediato que, para is(0,iEF),

onde .+ o a taxa que iguala os valores atuais das duas alter-
nativas, ter-se-a VE(i) > Vf(i), o que implica em que E seja
preferivel a F. E, portanto, crucial a determinacdo da taxa

IE-F, chamada taxa de retorno sobre os custos de Fisher [1],
que nada mais é do que a taxa interna de retomo da “alterna-
tiva” cuja sequéncia de fluxos de caixa € obtida pela diferenca
das sequéncias relativas a E e a F, ¢ sua comparagdo com a

dada taxa i; se iEF>i, alternativa E serd a preferivel. No
caso especifico, a “alternativa diferenca”, que se denotard por
E-F, é também do tipo investimento simple%i pois que a sequén-

cia resultante é {1, 0, 2}. Tem-se que iEEF — 41,42%, o que
implica em que a alternativa F seja a preferivel, e economica-
mente interessante, somente se 0,4142 < i < 0,7808.



47

GRAFICO 2

COMPARAGAO ENTRE AS ALTERNATIVAS E e F

Infelizmente, mesmo ap6s a extensdo do conceito e mesmo
gue as alternativas em confronto sejam do tipo de investimento
simples, ndo se pode garantir que a selecdo se processe via
implementacdo estrita do critério da taxa interna de retomo.
Assim, por exemplo, considerando-se as alternativas mutua-
rpente exclusivas*G: -40, 60, 20 ¥e H: <{-20, 3, 60} para as quais

iG= 78,08% e iH = 80,87% por periodo, tem-se que a “alter-
nativa diferenca” ¢ G-H: -{-20, 57, 40}>. Ora, G-H é do tipo
investimento ndo-convencional, e tal que V(0) < 0; consequen-

temente iIGH ndo é definida e a selecdo pelo critério da taxa
interna de retorno entra em colapso. Em casos tais como esse
seremos obrigados a recorrer ao método do valor atual, o que
indicaria que G é preferivel a H para 0,25 < i < 0,60.

3. ESTUDO DE UM CASO PARTICULAR

Conforme se viu, nem toda alternativa do tipo investimento
ndo-convencional é passivel de avaliacdo mediante a aplicacéo



48

do critério da taxa interna de retomo. Existe porém um caso
particular, aguele cuja sequéncia de fluxos de caixa apresenta
exatamente duas variacdes de sinal, para a qual se pode garan-
tir, a priori, a correta implementacdo do critério. Neste item,
0 objetivo consistira em examinar tal caso particular e, tomando
por base a apresentacdo de Jean [13], justificar a afirmativa
mencionada.

Para a analise desse caso, é de crucial relevancia o cha-
mado teorema de Budan-Fourier, do qual, como apontado por
MacDuffee ([16], p. 59), a Regra de Sinais de Descartes decorre
como um corolario, e que pode ser parafraseado como se segue:

— Contando-se uma raiz multipla tantas vezes quanto for
a sua multiplicidade, seja m o nUmero de raizes reais de

n
F'(x) = -S + 2 QjXj = 0 no intervalo [xi, x2], com
F(XI) F(x2) ~ 0. j

Considerando-se a sequéncia

F(x), F’(x), F"(X),.... F()(x) (4)

onde F(k)(x) denota a k-ésima derivada de F(x) com respeito
a X, sejam S(xi) e S(x2), respectivamente, 0os nUmeros de varia-
cdes de sinais observados quando (4) € avaliada nos pontos
Xi e x2 Entdo, m = S(xi) - S(x2 - 2p, com p sendo ou igual
a zero ou a um inteiro positivo.

Ora, tem-se que:

F<k>(x) = k! [Qt + .2 (R) Qjx ], para k= 1,2,. ,,n-I
J=k+1

onde (k) = _kl G-_IZ-)-I

F@P>(x) = n!Q,

Por conseguinte, fazendo Xi = 0 e x2 = 1, tem-se que:

F<k>(x!) = k! Qk , para k = 1, 2,. .,n



49

FW(x2) = k! [Qk+ . 2 (k) Qjl, para k = 1, ,,n-I
J=k+1

com
F@M)(x2 = n!Qn.

Como se trata de alternativas de investimento, F(xi) —
S < 0, e tendo e mvista que F(I) = V(0) > 0 e condicdo
necessaria para a implementacdo formal do critério da taxa
interna de retorno, supor-se-a daqui por diante que F(x2) > 0.

Isto posto, considere-se agora a aplicacdo do teorema de
Budan-Fourier para o caso particular aludido. Sem perda de
generalidade, a sequéncia de fluxos de caixa correspondente é
tal que tanto os v ultimos como os p-1 primeiros Qj sdo nédo-po-
sitivos, como o0s n-p-v- + 1 intermediarios sendo ndo-negativos,
sendo que:

p”™ Lv~™ Lcomp+ v»™r nQn< 0e Qp> 0.

Para uma alternativa de investimento com tal sequéncia de
fluxos de caixa, tem-se que:

N0, para k=lI,...,p-I

F« (XI) = k!'Qu > 0, para kr=p,...,n-v
A0, para k=n-v+l1,...,n

Logo, como F(xi)<0, ao menos F(p)(xi)>0 e ao menos
F (@) (xi)<O0, segue-se que havera exatamente duas variacfes de
sinal em (4), no ponto Xi; ou seja, S(xi)=2.

Quanto a determinacdo de S(x2), observe-se que F(x2> 0,
por hipdtese, e que F<n>(x2) = n!Qn < 0. Por conseguinte, po-
de-se afirmar que, no ponto x2 se terda no minimo uma varia-
cdo de sinal na sequéncia (4), ou seja, S(x2~ 1 Portanto, no
méaximo, S*) — S(x2 = 1 Logo, para o caso considerado, a
aplicacdo estrita do teorema de Budan-Fourier permite con-
cluir apenas que, se existir alguma raiz xe (0,1), ela serd Unica
e com multiplicidade unitaria.
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Ora, e isso ndo foi observado por Jean [13], para o caso em
exame € possivel, independentemente, garantir a existéncia de
ao menos uma raiz de F(x) = 0 no intervalo considerado. Isso
porcjue, de acordo com o Teorema 30 em MacDuffeé" ([16] p.
52), como F(x) é um polindbmio eérri x = (1+i)-1 e tal que
(F(0O) < 0e F(l)> 0, existe um numero impar (contando-se
cada raiz maltipla tantas vezes quanto a sua respectiva mul-
tiplicidade), de raizes de F(x) - 0 no intervalo definido por
xe (0,1). Consequentemente, e tendo em vista a conclusdo an-
terior, segue-se que a alternativa do tipo considerado apresen-
tarA uma e somente uma, e ainda com multiplicidade unitaria,
taxa positiva que anule o seu valor atual.

Logo, desde que satisfeita a condicdo economica de que o
total de beneficios exceda o de custos, pode-se garantir a cor-
reta aplicacdo do critéerio da taxa interna de retomo para a
avaliacdo de alternativas de investimento ndo-convencional do
tipo particular considerado.

4. A TAXA DE RETORNO E PROJETOS DE INVESTIMEN-
TO EM EDUCACAO

Em um projeto de investimento em educagdo os custos po-
dem ser de dois tipos: o custo direto ou escolar e a renda sa-
crificada. O primeiro representa o valor monetéario de todos os
recursos utilizados pela escola, definido normalmente em ter-
mos de aluno/ano. A renda sacrificada expressa a perda da
renda obtenivel no caso de que o aluno estivesse participando
do mercado de trabalho ao invés de estudar. Os beneficios re-
sultam do acréscimo no salario, ocorrido durante a vida util,
atribuivel ao aumento da escolaridade.

O Grafico 3 representa os componentes de custos e bene-
ficios de um projeto tipico de educacdo, no caso com um hori-
zonte de tempo (vida atil) de 20 anos e sendo de 4 anos a du-
racdo do curso. Os perfis de idade-renda relativos aos dois ni-
veis de escolaridade considerados sao e EO; Cd representa o
custo direto anual. A renda sacrificada pode ser obtida a par-
tir do segmento da curva EO relativo ao periodo de instrucdo
que, no exemplo, é de 4 anos. A diferenca entre os dois perfis
de idade-renda (Ei e EQ, ap06s o término do curso, representa
os beneficios advindos da execucdo do projeto. Portanto, a se-
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auéncia dos fluxos de caixa é obtida pela diferenca entre duas
curvas: a primeira é descontinua, assumindo o valor constante
Cd no periodo de investimento e, sendo idéntica a Ei dai por
diante. A segunda curva é representada por EQ8). Observe-se
que, em investigacbes empiricas, usualmente se ignoram certos
beneficios da educacdo, como consumo e externalidades, néo
captados pelo perfil de idade-renda. Neste trabalho ndo é ne-
cessaria a distincdo entre taxas de retomo privada e social(9).

A sequéncia dos fluxos de caixa do projeto em discusséo,
exibida no Grafico 3b, revela ser o projeto do tipo convencio-
nal, ou seja, -S < 0 e existe apenas uma variacdo de sinal. Sa-
be-se, portanto, que existird apenas uma taxa de retorno e, sa-
tisfeita a condicdo econdmica V(0)>0, essa taxa serd positiva.

Ainda que seja um acontecimento empiricamente raro, €
possivel a ocorréncia de duas variacfes de sinal na sequéncia
de fluxos de caixa, devendo-se a segunda variagdo a um cruza-
mento dos perfis de idade-renda, originando fluxos de caixa
negativos. Nesse caso, 0 projeto é do tipo tratado no item an-
terior, com os primeiros e ultimos termos sendo ndo positivos

(8) Becker([3], pp. 37-45) sugere uma formulacdo mais geral da taxa in-
terna de retorno de investimentos educacionais se a renda sacrificada
for o UGnico custo. Nesse caso, a taxa de retorno (e o investimento em
cada periodo) é determinada uma vez conhecidos os dois perfis de
idade-renda, diferenciados porque relativos a dois distintos niveis de
escolaridade. Assim, sejam os dois perfis e X., onde Y. é 0 asso-
ciado a alternativa de maior nivel de escolaridade. A taxa de retor-

no é definida como o valor de i que satisfaz a igualdade:

n X. n Y
2 — = 2

j— 1 (r+i)Jd j=1 (1-j—) 3

(9) A diferenca entre taxas de retorno privada e social estd nos subsidios
e no imposto de renda, excluidos da taxa de retorno privada. Assim,
pode-se definir as taxas deretorno social eprivada, ig ei como as
taxas de desconto tal que

2 (B-CJ]-E))(I+iB—C e(1—®2(Bj—€) d+ip)J
J

—(@1—m)2 E.(I_|_ip)-I—0, onde B. C. eE. representam os valores
j 3
dos beneficios, renda sacrificada e custo escolar no periodo j, t repre-
senta a incidéncia média do imposto de renda, suposta aqui constante
e idéntica para ambos os perfis, e m é a propor¢cdo do custo direto
que é subsidiado.
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e pelo menos um termo intermediario sendo positivo. Como se
viu, desde que satisfeita a condicdo econdmica, a existéncia e
unicidade de uma taxa de retorno positiva estdo asseguradas.

Os perfis de idade-renda sdo obtidos através do ajustamen-
to de curvas a observacGes empiricas, as quais frequentemente
sdao funcbes parabolicas ou logaritmicas. Devido ao comporta-
mento usual das observacOes, seria extremamente raro encon-
trar perfis tais que causassem mais de duas variagdes de sinal
na sequéncia de fluxos de caixa. Mesmo neste caso, se condi-
¢bes mais gerais (como as de Norstrom) forem verificadas, é
possivel a aplicacdo do critério da taxa de retorno.

Entretanto, ao contrdrio de muitos casos de projetos in-
dustriais que podem ser truncados, assegurando-se dessa forma
0 uso generalizado do critério da taxa interna de retomo, essa
possibilidade escapa a um projeto de investimento em educa-
cdo, em virtude de que ndo é possivel truncar o perfil de idade-
renda do menor nivel de escolaridade. Nesse sentido, cabe cha-
mar a atencdo para o fato de que a taxa de retorno em educa-
cdo é semelhante a taxa de retomo sobre os custos de Fisher
porque ambas resultam da comparacdo de duas distintas
atividades.

Um projeto em educacdo formal é normalmente, um pro-
jeto dependente devido a existéncia de um pré-requisito, na for-
ma de um curso prévio, para sua realizacdo. Adicionalmente,
um de seus beneficios pode ser o valor de opcdo ([27], pp.
109-113), representado pela possibilidade de realizar um curso
subsequente. Esse valor de opcdo ndo estd incluido no calculo
usual da taxa de retorno.

No caso individual, se a decisdo se der entre cursos alter-
nativos, o uso do critério da taxa de retorno fica prejudicado
quando as funcbes do valor atual dos projetos em consideracao
se cruzam a uma taxa de juros superior a utilizada para com-
paracdo. Nas decisdes governamentais sobre a alocacdo de re-
cursos fica caracterizada a presenca de projetos mutuamente
exclusivos (além do caso de impossibilidade fisica) na medida
em que haja uma restricdo orcamentaria. Nesse caso, e inde-
pendentemente de que as taxas de retorno em educagdo repre-
sentem o retorno meédio e ndo marginal, as comparacfes entre
taxas de retorno em diferentes setores como indicadores de
eficiéncia alocativa perdem a validade na medida em que esses
resultados conflitam com aqueles revelados pelo critério do
valor atual.
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5. EXEMPLOS DE PROJETOS EDUCACIONAIS
APRESENTANDO DUAS VARIACOES DE SINAIS

Este capitulo tem a finalidade de ilustrar a discussdo pré-
via, com exemplos retirados de trabalho anterior de um dos
autores [18]. Ocorreram varios casos de projetos educacionais
cuja sequéncia de fluxos de caixa apresentava duas variacOes
de sinais. Em alguns projetos, uma das regressdes usadas para
estimar os perfis de idade-renda ndo era significativa a 5%;
em outros a intersecdo dos perfis de idade-renda dava-se no ini-
cio, ndo sendo satisfeita a condi¢cdo econémica (V(0)>0). A
seguir se discutirdo dois exemplos, em um dos quais a condicao
economica ndo foi satisfeita.

Nas estimativas dos perfis de idade-renda foram usadas
trés fungdes: linear, semilogaritmica e logaritmica. Em alguns
casos, foi usada adicionalmente uma funcdo quadréatica, tendo a
funcdo logaritmica revelado os melhores resultados estatisticos.
O primeiro exemplo refere-se a dados relativos a Sado Paulo,
comparando-se individuos com a escola técnica completa
com aqueles apenas com o ginasio completo. Como havia inte-
resse sobre o efeito do tamanho da firma no retorno, foram
obtidos perfis de idade-renda relativos a escola técnica para o0s
estratos de tamanho da firma disponiveis. No exemplo, o re-
torno é para aqueles trabalhando em firmas que ocupam entre
250 e 499 pessoas.

O segundo exemplo é relativo a casos de individuos que
trabalhnam em uma das cinco firmas da Guanabara que foram
estudadas — a Standard Eletric. Consideraram-se as diferen-
cas de renda entre aqueles com a escola técnica completa e in-
completa. Estimou-se em um ano a duragdo do curso incom-
pleto; portanto, o retorno se refere ao investimento associado
a dois anos adicionais de curso. Os perfis de idade-renda foram
obtidos a partir das regressdes apresentadas na Tabela 1
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TABELA 1

REGRESSOES UTILIZADAS NA CONSTRUCAO DOS
PERFIS DE 1DADE-RENDA (*)

1.0 exemplo:

— esc. técnica In' Y = 40156 + 0.67190 In I; R = 0,155
N = 209 (6,16)
—2
— ginasio In Y = 3.3123 + 0,86608 In I; R = 0,216
N = 463 (11,26)
2.0 exemplo:
] —2
— esc. teéc. In'Y = 1,1886 + 0,67118 In I; R = 0,098
completa (2,70)
N = 69
—2
— esc. téc. In' Y = 0,2792 + 1,19520 In I; R = 0,393
incompleta (2,27)
N = 13
(*) Y = renda; | = idade; N — numero de observacoes;
—2

R r=r coeficiente de determina¢do corrigido e o namero
entre parénteses é o valor calculado de t. Todos as re-
gressdes sdo significativas a 1%.

As estimativas dos custos diretos e da renda sacrificada
utilizadas estdo em [18]. Foi suposto que o ingresso do forman-
do no mercado de trabalho ocorresse logo ap6s o término do
curso (21 anos); a vida util considerada foi de 60 anos de idade.
Uma vez construida a sequéncia dos fluxos de caixa, foi aplica-
do o programa de computacdo apresentado em [4] para o cal-
culo da taxa de retorno.

No primeiro exemplo, a segunda variacdo de sinal na se-
quéncia dos fluxos de caixa ocorre 16 anos ap06s a entrada no
mercado de trabalho. Os restantes 23 anos da vida util apre-
sentam fluxos de caixa negativos, do que resulta V(0)<O0, dei-
xando de ser satisfeita assim a condicdo econdmica. O Grafico
4.a mostra a funcdo valor atual, que assume sempre valores ne-
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gativos para taxas de juros positivas, tendendo assintoticamen-
te para o valor do fluxo de caixa inicial. Consequentemente,

para este exemplo, o critério da taxa interna de retorno entra
em colapso.

O segundo exemplo apresenta apenas sete fluxos de caixa
negativos: os dois primeiros e 0s cinco ultimos. Como V(£)>0,
sabe-se que existira uma Unica taxa interna de retorno positi-
va. No caso, esta taxa de retorno é de 29,4% ao ano. Portanto,
a taxas de juros menores que esta taxa, a funcdo valor atual se-
ra positiva, e a taxas de juros maiores, negativa. O Grafico 4.b
mostra o correspondente comportamento da funcdo valor atual.

Em ambos os exemplos, a sequéncia dos fluxos de caixa
apresentava duas variacfes de sinais. Pode-se observar que,

uma vez satisfeita a condicdo econdmica, a existéncia e unicida-
de de uma taxa de retorno positiva estdo asseguradas.

6. CONCLUSAO

Conforme se viu, pode-se assegurar a correta aplicacdo do
critério da taxa interna de retomo na avaliacdo de projetos do
tipo particular analisado. Isto é, sendo satisfeita a condicédo
econdémica de que o total de beneficios exceda o de custos, pro-
jetos de investimento com exatamente duas variacfes de sinal
na sequéncia dos fluxos de caixa apresentardo uma e somente
uma taxa interna de retorno positiva.

A experiéncia revela que a maioria dos projetos de inves-
timento em educacdo apresenta no maximo duas variacdes de
sinal na sequéncia dos fluxos de caixa. Dessa forma, e uma
vez verificada a condicdo de natureza econOmica, segue-se que
tais projetos podem ser corretamente avaliados através do cri-
tério da taxa interna de retomo. Na eventualidade da ocorrén-
cia de mais de duas variacdes de sinal, ainda assim podera ser
possivel a aplicacdo do critério, desde que outras condicbes, co-
mo a discutida no apéndice, sejam preenchidas.
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APENDICE

Como mencionado no texto, existem certas condi¢gdes de
suficiéncia, como as devidas a Soper [24] e, como mostrado
originalmente por Kaplan [15], as que se baseiam na aplicacao
do chamado Teorema de Sturm ([25], p. 103), que permitem
garantir a correta implementacdo do critério da taxa interna
de retorno para casos bastante gerais de alternativas de inves-
timento ndo-convencional. Entre estas, por sua simplicidade
de aplicacdo e ainda por sua relevancia para o estudo do caso
particular que se analisou, cumpre destacar a devida a Nors-
trom [19], e que decorre do seguinte resultado.

Para y — 1+i, e considerando-se uma alternativa de inves-
timento, forme-se a seguinte equacao:

B(y) = -Syn+ ! Qjyn>= 0 (1-A)
j=i
paray > 1.
Observe-se que, como i = y-1, a uma solugdao y* de (1-A)

correspondera uma taxa positiva i* que anula ¢ valor atual da
alternativa considerada.

A.1 TEOREMA

Se a sequéncia de fluxos de caixa cumulativos
Ao,AX.. .,Anponde

o~ -S
Aj = A*+ Q , j = 12, .n

apresentar uma unica variacdo de sinal, e se AGAn < 0, entdo
existira uma e somente uma solugcdo y* > 1 para B(y)=0, Ain-
da mais, esta solucdo sera simples (isto é, tera multiplicidade
unitaria).
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DEMONSTRACAO

Inicialmente, note-se que, se o produto AQAn<0, segue-se
que, como A * -S<0, An>0. Portanto,

n

B(l)=-S+ 2 Qj= An >0, e como Ilim B(y) tem o mes-
j—I y-""co

mo sinal que -S = AQ, a continuidade de B(y), que é um poli-

némio em vy, implica na existéncia de a0 menos uma raiz de

(1-A) no intervalo considerado (y > 1).

Buscando-se uma contradicdo, suponha-se agora a existén-
cia de mais de uma raiz de B(y) = 0 no intervalo considerado.
Sejam essas raizes i, y2. indexadas de tal modo que
Yi Y2 e Ora, como se ird verificar, considerando-se a
k-ésima dessas raizes, ter-se-4& que a derivada primeira sera
tal que B’(ykl < 0. Consequentemente, em particular,
B’(yi) < 0, 0 que implica em que yi seja uma raiz de B(y) = 0
com multiplicidade unitaria (cf. [16], p. 48), e também que
se tenha B(y) < O paray e. (yi, y2. Poréem, se B(y) < 0
para yi < y < y2 dever-se-a ter entdo B’(y2 N 0, o que for-
nece a desejada contradicao.

Pode-se passar entdo a comprovacdo de que B’(yk) < 0.
Para tanto, tendo em vista que Q) = Aj - A*hj = 1. n,
note-se que se pode escrever:
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podemos escrever ainda:

B(y) = (y-1) G(y) + An (4-A)
com
BJy) = (y - 1) G(y) + G(y) (5-A)

Seja yk> 1, com B(ykl = 0. Entdo, como An > 0, por
hipotese, segue-se de (4-A) que G(ykl < 0. Logo, tendo em
vista a expressao (5-A), se G’(yk) < 0, ter-se-4 que B’(yk) < 0.

Ora, como por hipdtese hd uma Unica variacdo de sinal
na sequéncia de fluxos de caixa cumulativos, segue-se que deve
existir um inteiro m, tal que 1~ m < n, para o qual:
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Se, para uma alternativa de investimento, a sequéncia de
fluxos de caixa liquidos, «-S, Qx. ., Qn apresentar exatamente
duas variacdes de sinal e An> 0, entdo existird uma e somente
uma (e simples) taxa interna de retorno positiva.

DEMONSTRACAO

Por hipdtese, havendo exatamente duas variacdes de sinal
na sequéncia de fluxos de caixa, deve-se ter:
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c) Aj-Aj-! = Q™ 0 para j=p,. ., h-m; ou seja, Aj é néo
decrescente nesse intervalo, Portanto, como Api < 0, se Aj
vier a se tornar ndo-negativo por algum indice j no inter-
valo considerado, manter-se-4& ndo negativo para todos o0s
indices superiores a esse.

Consequentemente, a sequéncia de fluxos de caixa cumula-
tivos apresentarda uma e somente uma variacdo de sinal, o que
é suficiente para a demonstracdo da proposicao.
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