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RESUMO

Mapas de probabilidade são úteis para interpretação de teores de minério ou grau de contaminação em solos, assim 
como para tomada de decisão em trabalhos exploratórios. Estes mapas de probabilidade são geralmente obtidos através da 
aplicação da krigagem das indicadoras. Os pesos da krigagem ordinária também podem ser usados para calcular mapas de 
probabilidade. Para testar os dois métodos, uma amostra foi retirada aleatoriamente de um conjunto completo. Deste con-
junto completo, funções de distribuição acumulada foram determinadas. Assim, as funções de distribuição acumulada real 
e estimada foram comparadas. A grande maioria dos coefi cientes de correlação entre os mapas de probabilidade estimados 
e reais é maior que 0,75. O método da krigagem ordinária não somente funciona, mas também dá resultados ligeiramente 
melhores que a krigagem da indicadora da mediana. Além disso, os mapas de probabilidade calculados dos pesos da kri-
gagem ordinária são muito mais fáceis que o método tradicional baseado tanto na krigagem da indicadora ou krigagem da 
indicadora da mediana.

Palavras-chave: Mapa de probabilidade; Krigagem da indicadora; Krigagem ordinária.

ABSTRACT

Probability maps are useful to analyze ores or contaminants in soils and they are helpful to make a decision during 
exploration work. These probability maps are usually derived from the indicator kriging approach. Ordinary kriging 
weights can be used to derive probability maps as well. For testing these two approaches a sample data base was randomly 
drawn from an exhaustive data set. From the exhaustive data set actual cumulative distribution functions were determined. 
Thus, estimated and actual conditional cumulative distribution functions were compared. The vast majority of correlation 
coeffi cients between estimated and actual probability maps is greater than 0.75. Not only does the ordinary kriging approach 
work, but it also gives slightly better results than median indicator kriging. Moreover, probability maps from ordinary kriging 
weights are much easier than the traditional approach based on either indicator kriging or median indicator kriging.

Keywords: Probability map; Indicator kriging; Ordinary kriging.
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INTRODUÇÃO

A técnica da krigagem da variável indicadora tem sido 
aplicada na geração de mapas de probabilidade. A variá-
vel aleatória é transformada em uma variável indicadora 
e esta é estimada em pontos não amostrados. Na realida-
de, a variável indicadora é obtida para cada teor de cor-
te dentro dos limites da distribuição de frequências. Por 
exemplo, se a distribuição de frequências for dividida em 
10 intervalos, então tem-se 9 decis. Para cada decil tem-
se um valor correspondente de teor de corte que é utiliza-
do para fazer a transformação não linear que resulta em 1 
se a variável aleatória for menor ou igual ao teor de cor-
te ou em zero se for maior. Para cada variável indicadora 
é calculado e modelado um variograma experimental. Ge-
ralmente, o número de teores de corte deve ser superior a 
10 para que se garanta a representatividade da distribui-
ção de frequências. Assim, este método requer um esforço 
muito grande na obtenção da variável indicadora, cálcu-
lo e modelagem de variogramas experimentais. Além dis-
so, os variogramas das variáveis indicadoras, para teores 
de corte situados nas caudas da distribuição, difi cilmen-
te apresentam boa correlação espacial, haja vista a peque-
na porcentagem de pares possíveis. Os pares possíveis no 
cálculo de variogramas experimentais de variáveis indica-
doras são somente aqueles pares que apresentam os valo-
res 1 e zero, pois as outras combinações resultam em zero. 
Por exemplo, para o decil 0,10, apenas 10% das indicado-
ras são iguais a 1 e no decil 0,9, apenas 10% são iguais a 
zero. Nesses casos, apenas 10% do total de pontos de da-
dos podem formar pares que entram no cálculo da semi-
variância espacial. O melhor variograma experimental é 
obtido para a variável indicadora referente à mediana da 
distribuição, ou seja, o valor correspondente a 50% da dis-
tribuição de frequências. Nesse caso, 50% dos valores são 
iguais a 1 e 50% iguais a zero.

Outro problema associado à krigagem das indicado-
ras surge na construção da distribuição acumulada condi-
cional, onde as indicadoras estimadas devem se apresen-
tar monotônicas crescentes. Entretanto, isso nem sempre 
acontece, pois o uso de modelos de variogramas para di-
ferentes teores de corte não garante que as indicadoras es-
timadas sejam sempre crescentes. Esse problema é conhe-
cido na literatura como relação de ordem (Hohn, 1999). 
Com o objetivo de evitar esse tipo de problema, Deutsch e 
Journel (1992) propõem o uso da indicadora da mediana, 
em que somente um variograma experimental é calculado 
e modelado. Esse modelo é aplicado para a estimativa da 
indicadora para todos os teores de corte. Em termos rigo-
rosos, essa aproximação não é bem aceita entre os geoes-
tatísticos, mas é aquela que dá bons resultados e, evidente-
mente, não apresenta problemas de relação de ordem.

Uma alternativa à técnica da krigagem das indicadoras, 
para cálculo de mapas de probabilidade, foi proposta por 
Journel e Rao (1996), mas não tem sido muito utilizada, seja 
por desconhecimento, seja pela inexistência de programa de 
computador. A biblioteca GsLib de rotinas geoestatísticas 
(Deutsch e Journel, 1998) não disponibiliza esta opção de 
cálculo de mapas de probabilidade. A técnica proposta por 
Journel e Rao (1996) permite derivar a função de distribui-
ção acumulada condicional diretamente dos pesos da kri-
gagem ordinária. Essa técnica tem sido utilizada pelo autor 
devido à facilidade de implementação, bem como pela rapi-
dez na obtenção de mapas de probabilidade. Esta opção está 
disponível nos programas Ordkrig2 e Ordkrig3 do Sistema 
GeoVisual (Yamamoto, 2001). Assim, para mostrar a via-
bilidade desta técnica, apresenta-se um estudo comparativo 
com a tradicional aproximação da krigagem das indicadoras 
no cálculo de mapas de probabilidade.

REVISÃO DOS MÉTODOS CORRENTES

Os métodos da krigagem das indicadoras, bem como 
a aproximação proposta por Journel e Rao (1996) serão 
apresentados neste item.

Krigagem da indicadora da mediana

A krigagem da indicadora é baseada em uma transfor-
mação não linear dos dados originais, que permite uma 
aproximação numérica da função de distribuição acumu-
lada condicional (Olea, 1999). Dada uma função aleató-
ria Z(x), sua variável indicadora I(x, zc) é obtida por uma 
transformação binária (Olea, 1999):

onde zc é o teor de corte.
A média e variância de uma variável indicadora são:

 ; e

O valor máximo da média é 0,5 para um teor de corte 
correspondente à mediana da distribuição. Portanto, a va-
riância máxima é 0,25. Observe-se que para qualquer mé-
dia menor ou maior que 0,5 a variância é menor que 0,25. 
Na realidade, a variância da variável indicadora em função 
da média é descrita por uma função quadrática (Figura 1).
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A krigagem da indicadora da mediana é baseada em um 
modelo de semivariograma que alcança a variância máxi-
ma da variável indicadora. A variável indicadora pode ser 
estimada em um ponto não amostrado (xo) como:

                                          
(1)

onde  é a estimativa por krigagem ordinária da 
variável indicadora; i(xj, zc) é o valor da indicadora para a 
j-ésima amostra e um teor de corte zc e λj é o peso da kri-
gagem ordinária para a j-ésima amostra.

Como a krigagem da indicadora da mediana é basea-
da no semivariograma da indicadora da mediana, o con-
junto de pesos da krigagem é o mesmo para todos os teo-
res de corte.

Krigagem ordinária

A estimativa pela krigagem ordinária  em um 
ponto não amostrado (xo) é obtida como uma combinação 
linear dos vizinhos próximos:

onde  é o valor estimado no ponto (xo); z(xi) é o va-
lor da variável aleatória no i-ésimo ponto e λi é o peso cor-
respondente calculado pela krigagem ordinária.

Journel e Rao (1996) interpretaram os pesos da kriga-
gem ordinária como probabilidade condicional {λi, i = 1, n}. 
Essa interpretação só é possível se todos os pesos da kriga-
gem ordinária forem positivos e com soma igual a 1. Por-
tanto, isso signifi ca que se um peso negativo for encontra-
do, este deve ser substituído. O algoritmo para substituição 
de pesos negativos, proposto por Journel e Rao (1996), con-
siste em adicionar uma constante, igual ao módulo do maior 
peso negativo, a todos os pesos. Em seguida, os pesos são 
normalizados novamente para soma igual a 1:

onde C = | λj | é o maior peso negativo em módulo. Assim, 
o algoritmo elimina apenas a amostra com o maior peso 
negativo em módulo e, caso exista, mais amostras com pe-
sos negativos, os seus pesos serão substituídos pela adição 
da constante C.

A estimativa da krigagem ordinária, após a correção dos 
pesos negativos, no ponto não amostrado (xo), torna-se:

                                                     
(2)

Após a aplicação do algoritmo para eliminação de pe-
sos negativos, os pesos corrigidos da krigagem ordinária 
satisfazem as condições para que possam ser interpretados 
como probabilidades condicionais. Assim, pode-se formar 
a função de distribuição acumulada condicional em uma 
dada localização (xo), classifi cando os n valores vizinhos 
da variável aleatória em ordem crescente:

z(x1) < z(x2) < ... < z(xn)

A função de distribuição acumulada condicional no 
ponto (xo) pode ser calculada como:

Para ilustrar o procedimento, considere-se o conjunto 
de valores e pesos apresentado na Tabela 1.

Os valores e pesos correspondentes são classifi cados 
em ordem crescente e os pesos acumulados, conforme a 
Tabela 2.

A função de distribuição acumulada assim obtida pode 
ser representada grafi camente (Figura 2).

A partir da Figura 2, pode-se determinar a probabilida-
de para qualquer valor no intervalo [1,3 - 10,0]. Por exem-
plo, a probabilidade da variável aleatória ser menor que 

Figura 1. Função quadrática que descreve a variância da 
variável indicadora em função da média.
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3,5 é igual a 0,30; e a probabilidade da variável aleatória 
ser menor que 5,0 é igual a 0,467.

Observe-se que para essa função de distribuição acu-
mulada condicional, derivada dos pesos da krigagem or-
dinária, a média condicional é a própria estimativa da kri-

Tabela 1. Valores da variável aleatória no ponto (xo) e res-
pectivos pesos da krigagem ordinária.

Tabela 2. Obtenção da função de distribuição acumulada 
condicional no ponto (xo).

gagem ordinária (equação 2) e a variância condicional é a 
variância de interpolação (Yamamoto, 2000):

                                                  
(3)

Na verdade, Journel e Rao (1996) proporcionaram a 
fundamentação teórica para a variância de interpolação, ou 
seja, a variância condicional associada à função de distribui-
ção acumulada condicional construída a partir dos pesos da 
krigagem ordinária. A variância de interpolação foi propos-
ta originalmente por Yamamoto (1991), como uma apro-
ximação empírica, mas funcional. Assim, a sua publicação 
em um periódico internacional foi viabilizada com a inter-
pretação dos pesos da krigagem ordinária como probabili-
dades condicionais associadas aos valores da  vizinhança.

MATERIAIS E MÉTODOS

Para o estudo comparativo que se pretende desenvol-
ver neste artigo, uma amostra aleatória estratifi cada com 
144 pontos foi extraída de um conjunto completo com 2500 
pontos de dados distribuídos em uma malha regular de 50 x 
50 pontos. A Figura 3 ilustra a variação espacial do conjun-
to completo e a amostra aleatória estratifi cada dela extraí-
da. O conjunto completo poderia representar teores de ouro 
(ppm) em amostras de solo, numa área de 50 por 50 m, com 
amostras coletadas em uma malha regular de 1 m. Devido 
ao caráter sigiloso de campanhas de prospecção, bem como 
de investigação de uma área degradada, tais informações 
difi cilmente são cedidas para pesquisa. Assim, a solução é 
empregar dados sintéticos que simulem situações reais, as 
quais podem ser utilizadas para desenvolvimento e teste de 
novos algoritmos computacionais.

Para validar a amostra quanto à sua  representatividade, 
deve-se comparar as distribuições de frequências (Figura 4).

Como se pode observar na Figura 4, há uma boa aderên-
cia entre as frequências acumuladas do conjunto completo 
e da amostra estratifi cada. A distância média ( Yamamoto, 
2005) medida no diagrama P-P é de apenas 1,09. Portanto, 
a amostra extraída pode ser considerada representativa da 
população. A Tabela 3 apresenta os parâmetros da popula-
ção e as estatísticas amostrais.

Pode-se verifi car nesta tabela que o desvio padrão 
amostral é menor que o populacional, o que explica o me-
nor coefi ciente de variação. Evidentemente, se o proces-
so de amostragem aleatória estratifi cada fosse feito inte-
rativamente, seria possível chegar a uma amostra com as 
estatísticas mais próximas dos parâmetros populacionais. 
Mas, deve-se ressaltar que nunca se conhece a população 
e, portanto, tem-se que extrair da amostra as estatísticas que 
serão utilizadas para inferir os parâmetros populacionais.

Figura 2. Função de distribuição acumulada condicional 
construída com os dados da Tabela 2.
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Os mapas de probabilidade serão calculados com base 
na krigagem da indicadora da mediana, bem como direta-
mente dos pesos da krigagem ordinária. Os mapas de pro-
babilidade serão calculados somente dentro do domínio da 
fronteira convexa dos pontos amostrais, conforme algorit-
mo proposto por Yamamoto (1997).

Como no caso em estudo existe um conjunto completo, 
do qual foi extraída a amostra aleatória estratifi cada, é possí-
vel calcular as funções de distribuição acumulada reais. Essas 
funções podem ser usadas para conferir a validade dos pesos 
da krigagem ordinária para derivar os mapas de probabilida-
de, conforme proposta de Journel e Rao (1996). Assim, dado 
um conjunto completo, pode-se construir uma função de dis-
tribuição acumulada real usando os dados da vizinhança em 
relação ao ponto central. Por exemplo, para qualquer ponto 
central (exceto nas bordas da malha regular) há 8 pontos vi-
zinhos (Figura 6A). Expandindo a vizinhança tem-se mais 16 
pontos, totalizando 24 pontos (Figura 6B) e assim por diante.

Para o caso em estudo, foram calculados variogramas 
omnidirecionais, haja vista o fenômeno em estudo ser iso-
trópico (Figura 5).

A amostra com a variável original e a sua transformada 
para indicadora da mediana constituem os materiais para 
o presente estudo.

Figura 3. Imagem do conjunto completo (A) e o mapa de localização da amostra aleatória estratificada (B).

Figura 4. Distribuições de frequências acumuladas e dia-
grama P-P. Legenda: Cruz vermelha = conjunto completo; 
círculo verde = amostra extraída. No diagrama P-P: eixo 
das abscissas representa a probabilidade calculada; eixo 
das ordenadas representa a probabilidade de referência.

Tabela 3. Parâmetros da população e estatísticas da amos-
tra de estudo.
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Para determinar as funções de distribuição acumulada 
reais, foi considerada uma vizinhança de 24 pontos. Todos 
os dados vizinhos mais o dado do ponto central são clas-
sifi cados em ordem crescente para obtenção da função de 
distribuição acumulada real. Observe-se que cada ponto 
pode contribuir com um peso constante (1/25) ou variável 
conforme o inverso da distância, sendo 0,1111 para o pon-
to central; 0,0555 para cada um dos 8 pontos da primeira 
auréola e 0,0277 para cada um dos 16 pontos da segunda 
auréola. A Figura 7 ilustra o procedimento de atribuição 
de probabilidades constantes ou variáveis conforme o in-
verso da distância.

Exemplos de cálculos da probabilidade real são apre-
sentados nas Figuras 8 e 9.

As probabilidades constantes serão denominadas dora-
vante PPC e as variáveis conforme o inverso da distância 
PPV. As funções de distribuição acumuladas condicionais 
a partir da krigagem da indicadora da mediana serão deno-
minadas PKI e PKO as mesmas derivadas diretamente dos 
pesos da krigagem ordinária.

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Antes de se proceder aos cálculos propriamente ditos, 
deve-se decidir o número de teores de corte. Nesse caso, a 
distribuição de frequências amostral foi dividida em 20 in-
tervalos, ou seja, 19 teores de corte (0,081; 0,136; 0,168; 
0,234; 0,310; 0,348; 0,464; 0,616; 0,740; 0,890; 1,091; 
1,364; 1,460; 2,016; 2,680; 3,414; 4,728; 6,250; 9,004), 
equivalentes aos percentis de 0,05 a 0,95 em intervalos de 
0,05. Portanto, a função de distribuição acumulada condi-
cional será construída com base em 19 pontos, tanto para a 
krigagem da indicadora da mediana como para aquela de-
rivada diretamente dos pesos da krigagem ordinária.

Com o objetivo de ilustrar os procedimentos adota-
dos, a Figura 10 apresenta as funções de distribuição acu-
mulada estimadas e reais para dois pontos (31,50; 3,50) e 
(16,50; 25,50).

Figura 5. Semivariogramas omnidirecionais para os dados originais (A) e para a variável indicadora da mediana (B).

Figura 6. Vizinhanças em torno do ponto central. 8 vizi-
nhos próximos (A) e 24 vizinhos próximos (B).

Figura 7. Desenho mostrando o processo de atribuição de 
probabilidades constantes (A) e variáveis conforme o inver-
so da distância (B).
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Figura 10. Funções de distribuição acumulada para o ponto (31,50; 3,50) (A) e para o ponto (16,50; 25,50) (B). Legen-
da: círculo vazio = PKI; círculo cheio = PKO; mais = PPC e asterisco = PPV.

Figura 8. Cálculo das probabilidades reais para o ponto (31,5; 3,5) com base no peso constan-
te e peso variável.

Figura 9. Cálculo das probabilidades reais para o ponto (16,5; 25,5) com base no peso constan-
te e peso variável.
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Como se pode observar nesta fi gura, a principal dife-
rença entre as funções geradas pela krigagem da indicado-
ra da mediana e pelos da krigagem ordinária é que a pri-
meira é monotônica crescente, mas em degraus, enquanto 
a segunda é mais contínua.

A Tabela 4 lista os coefi cientes de correlação calcula-
dos para as funções estimadas e reais.

Como se pode observar, a PKO apresenta maiores cor-
relações que a PKI. Isso signifi ca que a função de distri-
buição acumulada estimada pela krigagem ordinária é a 
que melhor se ajusta à função de distribuição acumulada 
real. O procedimento de cálculo de coefi cientes de corre-

lação entre os diferentes métodos é repetido para todos os 
nós estimados. Os resultados são apresentados na forma de 
histogramas para as diferentes correlações (Figura 11).

Nesta fi gura, é possível observar que a grande maioria 
das correlações é maior que 0,90 (65,9% para PKIxPPC; 
63,9% para PKIxPPV; 75,1% para PKOxPPC e 72,8% 
para PKOxPPV). A krigagem ordinária proporciona corre-
lações melhores que a própria krigagem da indicadora da 
mediana. Além disso, a função de distribuição acumulada 
real obtida com peso constante é a que melhor se correla-
ciona com a função de distribuição acumulada condicional 
derivada dos pesos da krigagem ordinária.

Tabela 4. Coeficientes de correlação para as funções de distribuição acumulada nos pontos (31,50; 3,50) e (16,50; 25,50).

Figura 11. Histogramas de coeficientes de correlação entre as funções de distribuição acumuladas reais e estimadas: 
PKI x PPC (A); PKI x PPV (B); PKO x PPC (C); PKO x PPV (D).
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Agora, pode-se comparar os mapas de probabilidade cal-
culados conforme PKI e PKO. Os mapas de probabilidade fo-
ram calculados para os 19 percentis sobre a curva de distribui-
ção acumulada. Os coefi cientes de correlação entre os mapas 
de probabilidade estimados e reais encontram-se listados na 
Tabela 5 e apresentados grafi camente na Figura 12.

Conforme os valores apresentados na Tabela 5 e Figu-
ra 12, pode-se verifi car que as probabilidades reais calcula-
das pelo peso constante apresentam-se mais correlacionadas 
às probabilidades estimadas tanto pela PKI como pela PKO. 
Entre os métodos de estimativa de probabilidades, verifi -
ca-se que as probabilidades estimadas pela PKO se aproxi-
mam mais às probabilidades reais. Na verdade, dos 19 teo-
res de corte, 16 apresentam maiores valores que a PKI. As 
exceções são verifi cadas nos percentis 0,600, 0,850 e 0,950. 
As correlações máximas são verifi cadas para o teor de corte 
equivalente à mediana da distribuição amostral. As correla-
ções entre as probabilidades estimadas pela PKI e PKO são 
altas em torno da mediana, mas caem muito na cauda supe-
rior da distribuição. Em relação às probabilidades reais, as 
correlações são sempre altas, mas também diminuem nas 
caudas da distribuição. A partir dos dados apresentados, po-
de-se concluir que os mapas de probabilidade calculados di-
retamente dos pesos da krigagem ordinária são confi áveis e 
se aproximam mais aos mapas de probabilidade reais. Por-
tanto, a alternativa apresentada por Journel e Rao (1996) é 
viável e apresenta a vantagem de poder ser obtida durante o 
processo de estimativa por krigagem ordinária.

As Figuras 13, 14 e 15 apresentam os mapas de proba-
bilidade reais e estimados, respectivamente para o quartil 
inferior, mediana e quartil superior. 

Tabela 5. Coeficientes de correlação entre mapas de probabilidade estimados e reais.

Figura 12. Coeficientes de correlação medidos entre ma-
pas de probabilidade nos 19 percentis. Legenda: mais = 
PKI x PPC; asterisco = PKI x PPV; círculo vazio = PKO x PPC; 
círculo cheio = PKO x PPV; quadrado vazio = PKI x PKO; 
quadrado cheio = PPC x PPV.
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Figura 13. Mapas de probabilidades reais: peso constante (A) e peso variável (B) e mapas de probabilidade estimados pela 
PKI (C) e pela PKO (D) (teor de corte = 0,310).

Figura 14. Mapas de probabilidades reais: peso constante (A) e peso variável (B) e mapas de probabilidade estimados pela 
PKI (C) e pela PKO (D) (teor de corte = 0,890).
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Considerando que os mapas de probabilidades estima-
dos foram obtidos com uma amostra com 144 pontos, ou 
seja, 5,76% do conjunto completo, se pode concluir que 
estes são uma razoável representação da realidade. Entre 
as duas aproximações comparadas, a krigagem ordinária 
sempre apresenta os melhores resultados que a técnica tra-
dicional da krigagem da indicadora da mediana. As fun-
ções de distribuição acumulada condicionais derivadas da 
krigagem da indicadora da mediana são monotônicas cres-
centes em degraus, devido à transformação binária utiliza-
da para obtenção da variável indicadora. Por outro lado, 
aquelas derivadas diretamente dos pesos da krigagem ordi-
nária são mais contínuas e se correlacionam melhor às fun-
ções de distribuição acumulada reais.

CONCLUSÕES

Os resultados mostraram que é possível derivar proba-
bilidades condicionais diretamente dos pesos da krigagem 
ordinária, com grandes vantagens em relação àquelas cal-
culadas pela krigagem da indicadora da mediana. Na ver-
dade, os mapas de probabilidade podem ser calculados no 
processo de estimativa através da krigagem ordinária, com 
grande economia de tempo.
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