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Resumo: As equagoes de conservagao da Mecanica dos Fluidos no regime va-
riavel sao empregadas na reconstru¢ao teérica de um experimento proposto por
Galileu para investigar as for¢as que agem em uma balancga do tipo dois pratos,
com contrapeso numa extremidade e dois baldes na outra extremidade, penden-
tes na mesma vertical, em que o jato de 4gua que emana de um orificio no fundo
do balde superior percute o balde inferior. O resultado dessa analise revelou ser
incorreto o método de calculo da for¢a de percussao proposto por Galileu. A
analise também revelou ser praticamente nula a resultante das for¢as atuantes
durante o processo, o que tornaria verossimil o relato de Galileu acerca dos prin-
cipais movimentos da balanga, apesar de ele nao ter identificado todas as forgas

atuantes no sistema.
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Theoretical reconstruction of Galileo’s two-bucket experiment

Abstract: The conservation equations of Fluid Mechanics in unsteady state are employed in
the theoretical reconstruction of an experiment proposed by Galileo, to investigate the forces
acting on a twin-pan type of balance, with a counterweight in one extremity, and two buckets in
the other extremity, hung in the same vertical, where the water jet issuing from an orifice in the
bottom of the upper bucket strikes the lower bucket. The result of this analysis revealed that the
method proposed by Galileo for the calculation of the percussion force is incorrect. The analysis
also revealed that the net force during the process is practically null, which would make Galileo's
account of the major movements of the balance credible, despite his having not identified all the

forces acting on the system.
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Reconstrugdo tedrica do experimento de dois baldes de Galileu

1. Introdugio

Os Discursos de Galileu compdem-se originalmente de quatro jornadas (publicadas na
edicdo de Leiden de 1638), as quais foram acrescentadas postumamente outras duas jornadas
escritas em forma dialégica. Conforme informa Pablo Rubén Mariconda, na Introdugéo a tradu-

cao de Duas Novas Ciéncias":

Essa forma de apresentagio [a dialdgica] foi largamente utilizada
no Renascimento e representou a renovagio de uma tradi¢do an-
tiga de cunho principalmente platonico. Mas, além de possuir o
evidente valor de tornar mais agradavel e interessante a exposi¢ao,
marcando as digressoes e facilitando a discussao sobre os funda-
mentos e as consequéncias das principais teses, o didlogo em Gali-
leu é um recurso retorico habilmente empregado no tratamento de
argumentos e teses novas altamente polémicas por sua oposicio a
tradicio vigente.

A Sexta Jornada tem como interlocutores Salviati, Sagredo e Aproino, reunidos para
discutir a for¢a de percussio. O primeiro experimento acerca dessa forga discutido pelo trio
inicia-se quando Aproino narra a Sagredo um experimento com dois baldes conduzido pelo

Académico (Galileu) para investigar o efeito da for¢a de percussio, aqui reproduzido verbatim:

Aproino — Colocou uma haste muito forte de aproximadamente trés bracas de comprimento,
livre sobre uma trave a guisa de fiel de uma balanca. Suspendeu depois as extremidades dos
bragos dessa balanca dois pesos iguais e muito pesados; um desses pesos era composto por dois
recipientes de cobre, ou seja, dois baldes, um dos quais, pendurado a referida extremidade do
fiel, estava cheio de 4gua; das alcas desse balde pendiam duas cordas de aproximadamente duas
bragas de comprimento cada, as quais estava atado pelas al¢as o outro balde similar, porém vazio,
que estava perpendicularmente debaixo do primeiro balde j4 mencionado, cheio de 4gua. Na
extremidade do outro braco da balanca colocou pendente um contrapeso de pedra ou de qual-
quer outro material pesado, que equilibrasse precisamente a gravidade de todo o composto de
dois baldes, de agua e de cordas. O balde superior tinha no fundo um furo da largura de um ovo
ou pouco menos, ¢ este furo podia ser aberto e fechado. Primeiramente imagindvamos e conce-
biamos que, uma vez posta a balan¢a em equilibrio e estando tudo preparado na maneira indi-
cada, quando se abrisse o balde superior e se deixasse sair a 4gua, que, a0 precipitar-se iria percutir

no balde inferior, o acréscimo dessa percussdo deveria acrescentar nesta parte um momento tal

la. Galilei, Duas Novas Ciéncias — Incluindo Da Forga de Percussao, 2. ed. (Instituto Cultural ftalo-Brasileiro,
Sao Paulo, 1988).
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que seria necessario, para restabelecer o equilibrio, acrescentar um novo peso a gravidade do
contrapeso no outro brago; acréscimo que evidentemente restabeleceria e adequaria a nova forca
de percussio da 4gua, de tal forma que poderfamos afirmar que seu momento era equivalente ao

peso de 10 ou 12 libras que foi necessario acrescentar ao outro contrapeso.

Sagredo — Parece-me verdadeiramente engenhoso tal instrumento e espero ansiosamente conhe-

cer o resultado dessa experiéncia.

Aproino — O resultado, assim como foi inesperado para outro, foi também maravilhoso; pois,
uma vez aberto o furo e tendo comecado a sair a agua, a balanca inclinou-se para o lado do
contrapeso; mas N0 Mesmo momento em que a agua chegava percutindo no fundo do balde
inferior, deixando de inclinar-se, o contrapeso comegou a levantar-se e, por meio de um movi-
mento suavissimo, enquanto a 4gua ia caindo recolocou-se em equilibrio e, ai chegando, sem

passa-lo num s6 fio de cabelo, parou definitivamente?.

Figura 1. Uma reprodugio fisica da balanga de dois baldes de Galileu: o balde superior é preenchido com
dgua e tem um orificio no seu fundo. No inicio do experimento o orificio encontra-se fechado, e a balanca
estd em equilibrio. Quando o orificio ¢ aberto, a 4gua escoa para o balde inferior. Inicialmente a balanca
desloca-se para o lado do contrapeso, e apds o jato percutir o balde inferior o equilfbrio ¢é restabelecido.
Essa balanca encontra-se na Universidade de Pavia, Italia3.

2 Idem, p. 295.
3 R. V. Caffarelli, Galileo Galilei and Motion - A Reconstruction of 50 Years of Experiments and Discoveries (Jointly
published by Springer & Societa Italiana di Fisica, 2005), p. 9.
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Galileu Galilei (1564-1642) viveu em uma época em que a Fisica ndo era matematizada.
Na realidade, a nogao de que a Fisica poderia ser matematizada é uma das principais contribui-
¢oes de Galileu a ciéncia moderna. Os Discursos, a Gltima publicacdo de Galileu, sdo compostos
de desenvolvimentos por ele realizados entre 1590 e 1638 e contém os principios fundamentais
da moderna Fisica experimental, além das principais contribuicées da mecanica galileana: a lei da
queda livre, o plano inclinado, a trajetoria parabélica dos projéteis, os centros de gravidade dos

corpos solidos, entre outras.

Escrita em Arcetri em 1638, a Sexta Jornada dos Discursos é considerada um trabalho
inacabado. Stillman Drake, o tradutor para o inglés dos Discursos, considera que Galileu escreveu
pela primeira vez sobre percussio e impacto em 1594 4, vindo a realizar o experimento de dois
baldes em Padua em torno de 1608-16105. B provavel, contudo, que Galileu tenha composto os
eventos da Sexta Jornada em 1635¢. Stillman Drake, aponta a sobrevivéncia de algumas anota-
¢bes de calculos acerca do volume do jato de agua’, cuja autenticidade, porém, é contestada por

Palmerino?®, que nio descarta a possibilidade de tais anotagdes terem sido forjadas.

Quando Galileu escreveu sobre o experimento de dois baldes, supostamente pelo me-
nos 25 anos apos té-lo, quica, realizado, ele ja havia desenvolvido a cinematica da queda livre e
estudado o movimento dos projéteis. Assim, surpreende que ele ndo os tenha utilizado, ou ao
menos feito referéncia a eles, no calculo da for¢a de percussio do jato, e que tenha simplesmente
associado a for¢a de percussao ao peso do jato de dgua cadente. Como veremos oportunamente,
trata-se de uma forca fortemente dependente da velocidade, em realidade proporcional ao qua-
drado da velocidade do jato. Portanto, seria natural hoje pensar que esses desenvolvimentos
pudessem ter sido empregados também na determinacdo da for¢a de percussio. Talvez isso
possa ser explicado pelo fato de Galileu nio ter percebido que suas contribui¢des ja desenvolvi-

das pudessem ser igualmente aplicadas ao movimento das aguas.

O primeiro estudioso a fazer a associacio da cinematica de jatos que irrompem de
aberturas em vasos com o movimento dos projéteis foi Torricelli, a quem Galileu se referia como
pertencente ao “triunvirato” romano, junto com Magiotti e Castelli. De fato, dois anos apds a
morte de Galileu, Evangelista Torricelli (1608-1647), em 1644, publicou sua obra Opera geometrica,
cujo capitulo intitulado “Do movimento das dguas™ apresenta os desenvolvimentos tendo por

base o movimento dos projéteis de Galileu, e que ficaram consolidados na sua famosa lei v =

v/ 2gh. Essa lei permite determinar a velocidade de efluxo v de um jato de liquido submetido a

4 Galileo: Two New Sciences, The Added Day (T'rans. Stillman Drake, 1974: 281-303), nota 1, disponivel
em <http://www.spirasolaris.ca/sbb6Added_Day.pdf>, acesso em 30 set. 2017.

5 Idem, nota 2.

6 Idem, nota 1.

7 Idem, nota 6.

8 C. R. Palmerino, Galileo on the behavior of water jets: between documentary evidence and possible for-
gery, Galileana, 2, 233-246 (2005).

9. R. Bistafa, A lei de Torricelli /= V2 gh: Uma traducio comentada de sua otigem no De Motu Aquarum
(Do Movimento das Aguas), Revista Brasileira de Historia da Ciéncia, Rio de Janeiro, 7,1, 110-119 (jan.-jun.
2014).
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gravidade g, jorrando de um pequeno orificio do recipiente, para o qual a distincia até a super-

ficie livre da 4gua no recipiente ¢ h.

Como veremos, a lei de Torricelli é chave na determinacdo da velocidade de jatos ver-
ticais. Ocorre que somente essa lei ndo teria sido suficiente para o enfrentamento da questio,
uma vez que outras leis seriam necessarias para racionalizar o movimento da balanga. As leis de
Newton nio haviam sido ainda propostas, ja que o inglés nasceu no ano seguinte ao do faleci-
mento de Galileu. O estudo de descargas de aguas através de orificios em recipientes foi um
tema recorrente e de vanguarda da Fisica do século XVIII, tendo ocupado as mentes mais bri-

lhantes da época, como as dos Bernoulli (Jodo e Daniel), a de D’Alembert e a de Euler!.

O presente estudo propde-se a obter o histérico das forcas atuantes na balanga em
regime variavel, desde a abertura do orificio no fundo do balde superior até o final do processo,
quando toda a agua desse balde foi drenada para o balde inferior. Nos equacionamentos que
faremos, utilizaremos as trés equacdes de conservacio da Mecanica dos Fluidos, em regime va-
riavel, na chamada forma integral: continuidade, na forma de conservagao da vazao em volume;
energia, na forma dada pela lei de Torricelli; e a segunda lei de Newton, mais conhecida na Me-

canica dos Fluidos como equacio da quantidade de movimento linear.

2. O escoamento através do orificio e o formato do jato de agua

Considere-se um tubo de corrente deformavel, limitado, no instante 7 pela superficie
livre da 4gua no balde superior de area S, pela se¢io do jato que emana do orificio no fundo do

balde supetior de drea S, e pela parede interna do balde X em contato com o corpo fluido.

Pode-se mostrar!! que, para esse tubo de cotrente, quando S, > S,, o escoamento
dentro do balde, apesar de variavel, podera ser considerado como lento, o que permite, na apli-
cac¢do da equacdo da energia, desprezar a variacio local da energia cinética em relacdo ao tempo,
e, entio, obter uma expressdo para a vazio Q, = Q,(t) que escoa, no instante # através do

orificio na forma

Qo = C4So\/2ghs, o)

05 R, Bistafa, First Theoretical Constructions to the Fluid Mechanics Problem of the Discharge, Advan-
ces in Historical Studies, 4, 172-199 (2015).

oM Assy, Mecinica Dos Fluidos. Fundamentos e Aplicagies, 2. ed. (LTC, Rio de Janeiro, 2004)
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em que Cy ¢ o chamado coeficiente de descarga, hy = hg(t) € altura da superficie livre da dgua no
balde supetior no instante t, e g é a gravidade. Como a vazdo que escoa através do otificio

podera ser escrita na forma Q, = C4S,V,, vemos que a velocidade através do orificio V, é dada

pela lei de Torticelli, em que V, = /2gh;.

O coeficiente de descarga €4 é composto pelo produto de dois outros coeficientes, o

coeficiente de contragio Cy, e o coeficiente de velocidade C,,, tal que Cq = C.C,,.

A origem do coeficiente de contragio C, estd no fato de a experiéncia mostrar que o
jato de liquido que se forma a partir de S, segue diminuindo de sec¢do, contraindo-se, até atingir
uma se¢io minima, que tem lugar a pequena distincia de S, ¢ é denominada se¢do contraida
(vena contracta), atravessada por trajetorias sensivelmente retas e paralelas, em que a velocidade é
uniforme e a pressio ¢ a atmosférica, com o coeficiente de contracio teoricamente dado por

T

C. = S 0,611. A lei de Torricelli refere-se a velocidade na se¢do contraida: no plano do
Vi3
préprio orificio, nem a pressio, nem a velocidade sdao uniformes, e a velocidade é menor do que

na se¢io contraida.

A velocidade obtida com a lei de Torricelli V, = /2ghg é, entretanto, uma velocidade
tedrica que ndo leva em conta as forgas internas de atrito viscoso. A velocidade real V," é obtida
cotrigindo-se a velocidade tedrica V, com o coeficiente de velocidade €y, cujo valor é obtido por
via experimental. Assim, a velocidade real na segio contraida V," sera dada por V,’ =
C,V, = C,/2ghs, donde a expressio da vazdo através do orificio Q, = C.C,S,+/2g9hs =
CaSor/2ghs, em que Cy = C.C,,. Nos cilculos pata os liquidos de pequena viscosidade e orifi-
cios de secdo circular de parede delgada, e para as caracteristicas do escoamento que estamos
estudando, poderemos assumir os seguintes valores médios: C. = 0,63, C, = 0,97, Cy; =

0,612,

A experiéncia também mostra que o jato de agua cadente segue diminuindo de segio,
afunilando-se, conforme mostra a Fig. 2. O formato do jato no seu movimento descendente
podera ser determinado aplicando-se a equag¢do de Bernoulli entre os pontos 4, de cota zg, ¢ B,

de cota zg, na forma

1 12 1
SP%'" + pgza +pa =50V (2) + pgzs + ps, @

27 M. Assy, Mecinica Dos Fluidos. Fundamentos e Aplicagies, 2. ed. (LTC, Rio de Janeiro, 2004).
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em que V," é a velocidade na secio contraida de raio a, V(z) ¢ a velocidade na segio de raio

r(2), p é a massa especifica, e P4 e pp sdo as pressoes absolutas em A e B, respectivamente.

Orificio

N

Secéo
contraida

Figura 2. Um jato de agua que emana de um orificio com raio a acelera sob a influéncia da gravidade. Seu
formato ¢ influenciado tanto pela agdo gravitacional como pela tensdo superficial.

. . . . 1

A curvatura média local k de fios finos de 4gua podera ser aproximada por k = o

Assim, as pressdes nos pontos A e B poderio ser simplesmente relacionadas com a pressdo
. . g , ~ .

ambiente Pgryy por meio de: Py = Yoy + o pB Patm + 7y Emque 0 ¢ a tensdo superficial.

Levando esses resultados a Eq. 2, tem-se

1 12
2PVo" + 0G24+ Patm + 2 = 5V*(D) + pgZp + Pam + 75 3)

Uma vez desprezado o efeito da tensdo superficial no formato do jato, a Eq. 3 podera

ser reescrita na forma

2
v<z> [1 +zg<ZA ZB>] . @

35



Reconstrugdo tedrica do experimento de dois baldes de Galileu

Ao invocar a equagio da continuidade em termos da conservagao da vazao em volume,

!
em que ma?V, = nr2V(z), torna-se possivel reescrever a Eq. 4 na forma

®)

A relagdo entre a area S de uma secido de escoamento qualquer e a drea da segdo con-

2
. L LT .
traida C.S, serd obtida da razdo —=¢ pode ser escrita na forma:

-1/2 -1/2
29(zpa—zB) H

S =C.S, [1 +%] =¢sS, (1+z2m) ©)

em que H = H(t) = z4 — 2z € a altura do jato no instante t.

O volume do jato ¥;(t) no instante t sera dado por
H H n \"1/2 H@E) \1/2

i@ = J sdh=cs, ) (14 o3) dh = 25,67, (14 255) T - 1]
)

Durante o intervalo de tempo de formagio do jato de agua, que ocorre entre a abertura
do orificio no instante t = t, = 0, e o instante em que o jato percute pela primeira vez o fundo

do balde inferiot, no instante t = t;,a altura do jato de agua serid dada por H = H(t) =
V' (t)t + %gtz (para 0 < t < ;). Para t = ty, H(t;) = H;, em que H; é a distincia entre os

fundos dos dois baldes, superior e inferior.

Durante o intervalo de tempo a partir da primeira percussdo do jato no fundo do balde
infetior, até o instante t = t,, instante este em que hy = 0 — balde supetior completamente

drenado —, H = H(t) = H; + hs(t) — hy(ty) (para t; <t < tp).

Durante o intervalo de tempo a partir da completa drenagem do balde supetior até o
instante t = t3, instante este em que ocorre a extingdo do jato de 4gua, H = H(t) = H(t,) —
h(t —t;) (parat, <t < t3) em que h(t — t,) ¢ a altura do jato que vai sendo extinta a cada

instante.
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3. Equacionamento do experimento de dois baldes no regime variavel

O objetivo desse equacionamento é o de identificar as forgas atuantes no sistema no
regime variavel, durante a drenagem do balde superior. O escoamento que ocorre entre os dois
baldes ¢ claramente um escoamento em regime varidvel, uma vez que a velocidade do escoa-
mento ¢ funcio da altura da 4gua no balde superior, que se reduz a medida que esse balde ¢é

drenado.

Apresentaremos, a seguir, a equagao da quantidade de movimento linear, na forma apli-

cavel ao escoamento que ocotre entre os dois baldes em regime variavell?:

Q

3 -
em que G ¢ a resultante das forcas a distincia (p. e. forca peso), R é a resultante das forcas de
contato que agem na parede X do tubo de corrente, @, é a vazio em massa, V, e I sdo a
velocidade na se¢ao de escoamento de entrada e de saida do tubo de corrente, respectivamente,

— — ~ . ~ ~ ’
e N, e Ng sido os versores das normais nessas secoes de escoamento. A vaziao em massa @, é
dada por Q,, = pQ, em que Q é a vazio em volume (ou simplesmente vazdo) e p é a massa

especifica da 4gua (massa por unidade de volume).

A Eq. 8 assume que o escoamento ¢ unidimensional, o que significa dizer que a veloci-
dade ¢ uniforme nas se¢des de escoamento. Ela também assume que, por se tratar de jato ex-
posto a atmosfera, as pressoes efetivas valem zero nas se¢bes de escoamento (peft =
Dabs — Patm = 0). O produto @, V.7, ¢ QnVi7 é o fluxo de quantidade de movimento na

entrada e na saida do tubo de corrente, sendo, obviamente, uma quantidade homéloga a forca.

. 2 > . s . . S
A integral % J. PV dQ ¢ a variacio da quantidade de movimento no interior do tubo de cor-
Q

rente de volume ().

13°T. M. Assy, Mecanica Dos Fluidos. Fundamentos e Aplicagées, 2. ed. (LTC, Rio de Janeiro, 2004)
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E preciso observar que a Eq. 8 é uma equagio vetorial, em que, normalmente, nas

-
aplicacbes, as incognitas sio as componentes de R. Essa equacdo ¢ valida para um fluido real

viscoso, e incompressivel, escoando através de tubo de corrente, em regime vatiavel.

Nas aplicacoes, frequentemente o tubo de corrente estabelece contato com uma super-

o
ficie solida. Nesses casos, R ¢ resultante das forcas de contato exercidas pela superficie sélida no

corpo fluido contido no tubo de corrente.
3.1 Forgas que agem no balde superior no regime variavel

Para a analise do escoamento em regime variavel, adotemos o tubo de corrente que

incorpora o corpo fluido contido no balde superior a cada instante.

Trata-se de um tubo de corrente deformavel, uma vez que a superficie livre da agua se

movimenta para baixo durante a drenagem do balde superior.

A integral % I PV dQ é avariacio da quantidade de movimento dentro do tubo de
Q

corrente, que corresponde a uma forca vertical que desacelera a massa de dgua contida no balde

superior no seu movimento de descida. Durante o esvaziamento do balde superior, essa forca
. 5 , .

age para cima, segundo €, desacelerando a massa de agua no seu movimento descendente.

Como, para o balde superior, por hipdtese, todas as particulas de dgua dentro de ) se movem

. . L . . a -
pata baixo com a mesma velocidade da superficie livte 1, entdo, a integral % I PV dQ =

Q

a = .
p Ef V,Sedh, em que S, ¢ a drea das se¢des de escoamento do balde supetior.

v,

3 (VeSehs) A
S ot

at

= dhg

A integral p%f IZSedh =p =pS, (h + Vé?

), em que hg é a altura

A
o ¢é a desaceleracdo a

da agua na superficie livre da 4gua no balde superior. Nessa expressao, —
que a 4gua contida no balde superior esta submetida durante o seu movimento de descida. Entio,
v, 6Ve So v, So g 6hs

— = €,), e como V, = Cy=>./2ghy, resulta que —= = C -

ot ( €,), as, V49hs que 5, a5, Taghe ( €;).

= 0h ah dh - . -
Por sua vez, V36—t5 S( €,) = Cd ,IZQhSa—;(—eZ), e, assim, a expressio

v,

= Ohg So So Ohg
pSe (hs E Ve ?) resulta em pSe (hst gﬁ + Cd g,/ ) (— )
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i . dhs _ S
Como, pela equagio da continuidade, Pyl —Cq4 gﬂ/ 2ghy, temos que

2
S (hsCa 22+ CaZ2\[20hs ) (CaS2/20Rs) (@) = 3p9Ca%S. (2) hs(@).

Entao, finalmente,

2

% J.p; dQ =3pgC,*s, (g—:) hs(€,), ©)
Q

para o balde superior. Essa ¢ a forca que, a cada instante, age na massa de agua contida no balde
. R . 5 -

superior. Como ela esta dirigida para cima, segundo €,, trata-se de uma desaceleracio, que desa-

celera a massa de 4gua pSph contida no balde em cada instante no seu movimento descendente,

com velocidade V, = V,(—8&,).

Substituindo a Eq. 9 na Eq. 8, e tendo em vista a igualdade de vazdes entre a entrada e
2

a saida, temos que Q,, V.7, = 2pgC4° SSL hs(€,) e QpVinis = 2pgCyC,Syhs(—€,), resultando
e

cm

= o So\% ;. /= S0, /= 5
Rus = Gus(8) +3pgCa’S. (32) hs(@) +209Ca* - hs(@,) + 20gCaC,Sohs (—2,),

(10)

em que Gy € 0 peso da dgua contida no balde supetior. Essa ¢ a resultante das for¢as que agem

no corpo fluido contido no balde superior em regime variavel.
3.2 Forgas que agem no balde inferior no regime variavel

Quanto ao balde inferior, numa primeira aproximacio, podemos considerar que a agua
nele injetada é levada a estagnacdo assim que o jato incide na superficie livre da 4dgua, entio,

embora haja variacdo da massa de agua no balde com o tempo, as velocidades das particulas sao

nulas. Portanto, para o balde inferior,% J. PV dQ =o.
Q
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O fluxo de quantidade de movimento do jato que incide na superficie livre do balde
inferior sera dado por Qn, V.1, = pQV,(€,), em que Q = Q(t) é a vazdo que entra no balde

inferior e que varia com o tempo no regime vatiavel.

Para o tubo de corrente formado pelo jato de 4gua, a equagdo da continuidade, no

regime variavel, para fluido incompressivel podera ser escrita na seguinte forma [7]:

0=0,-2 [ av; =q,-% )

em que Q, = C4S5+/2ghs é a vazio que escoa através do orificio, e ¥; é o volume do jato a

cada instante, e que ¢ dado pela Eq. 7.

o ow
Invocando a Eq. 7 na avaliacdo de 6_t]’ temos que

% _

a 2 H 1/2
= E{zsoc,, C.hy [(1 + cﬂns) - 1]} . (12)

O volume do jato varia com o tempo por duas razGes: a primeira delas é que, no regime
variavel, a vazdo de agua no orificio se reduz com o tempo, alimentando o jato com menos agua
a medida que o tempo passa. A segunda razio ¢ que a altura do jato de dgua ¢é reduzida a medida

que o balde inferior é preenchido.

Uma vez avaliada a derivada indicada na Eq. 12, e substituindo o resultado na Eq. 11,

o resultado é

0=0fi-22eic (-1 (e gm) " - (egi) el o

A Eq. 13 é necessaria apenas na determinac¢ao das forcas que agem no balde inferior, e
durante o intervalo de tempo a partir da primeira percussao do jato no fundo desse balde, até o
instante t = ¢,, instante este em que hy = 0 — balde supetior completamente drenado —, H =

H(t) = H; + hg(t) — hg(ty) (parat; <t < ty).
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Durante o intervalo de tempo a partir da completa drenagem do balde supetior até o
instante t = t, instante este em que ocorre a extingdo do jato de agua, H = H(t) = H(t,) —
h(t —t;) (parat, <t < t3) em que h(t — t;) ¢é a altura do jato que vai sendo extinta a cada
instante. Durante esse intervalo de tempo, ndo mais se utilizou a Eq. (13), uma vez que cessa a
alimentacdo de dgua na coluna; ou seja, Q, = 0. As for¢as atuantes nesse final do processo,
foram obtidas calculando-se o peso de agua ainda suspenso no ar a cada instante, e o fluxo de
quantidade de movimento das se¢des do jato que vao sendo extintas a cada instante na superficie
livre do balde inferior. Entretanto, por se tratar de forcas de pequena magnitude, uma vez que
ocorrem nos instantes finais, as suas contribui¢oes tém um efeito marginal na analise global do

processo.

Entdo, o fluxo de quantidade de movimento do jato que incide na superficie livre do

g

balde inferior Q,, V1, = pQV,(€,), com V, = %, em que S é a drea da se¢do de escoamento do

jato ao incidit na superficie livte. Essa area é dada pela Eq. 6, ou seja, S=

H -1/2 5 2 R _ H 1/2 R
CcSo (1 + CvThs) ; logo, QnVent, = p%(ez) = sz(CcSo) ! (1 + Cvzhs) (e2).

Por sua vez, o fluxo de quantidade de movimento na superficie livre do balde inferior

sera dado por Q,Vitly = p sl Q?(&,), em que S, ¢ a drea da superficie livre do balde inferior.
e

Entdo, de posse desses resultados, podemos escrever a Eq. 8 para o balde inferior na

seguinte forma:

N N 2 1 H 1/2 > 1 272
R = Gui(@) +pQ*(CS)™ (14 5) - (@) +p5-Q%(E), (14)

em que Gy € o peso da dgua contida no balde infetior, sendo @ dado pela Eq. (13). Essa é a

resultante das for¢as que agem no corpo fluido contido no balde inferior em regime variavel.

3.3 Resultante das forgas que agem na balanga no regime variavel

A resultante das forgas que agem na balanca R p sera dada pela soma de —I_ébs (Eq. 10)
com —R pi (Eq. 14). Considerando que o peso da agua no sistema G; podera ser esctito na forma
Gy = Gi(t) + Gps(t) + G (L), ou G — Gj(t) = Gps(t) + Gppi(t), em que G;(t) =
pg¥;(t) é o peso do jato de dgua que se encontra suspenso no ar entre os dois baldes no instante

t, essa resultante sera dada por
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N 55\ 2 5.2
B, = {Gl — G0 +3pgCa®Se () hs +209Ca> = hs = 209CCuSohs +

pQ2(Ces) (1+:5) "+ p et} e (15)

A divisio da Eq. 15 pelo peso da 4gua contida no sistema Gy, em que G; = pgLS,, em
que L ¢ a altura da dgua no balde superior no inicio de sua drenagem, resulta na forma adimen-

sionalizada dessa equacio

%:{ﬁ—z% CaC, [( 5)1/2 - 1] +3C,? (i—z)z%+zcd2 (§—°)2h7—

2646, (2) % +- L (cs (1+ fhs)1/2+‘2—22}(—§2). (16)

gLSe gLSe

Chamando 2 de HS, de H, e de RC, em que RC ¢ a razao de contragio, a Eq. 16 pode

ser reescrita na forma mais geral, como

B _ 1 _H O\ 2pr-2 2pr-2p5 _
o {ngS — 2C,C,RC™H, [(1+CUZHS) 1|+ 3C,*RC™2H, + 2C,*RC~2H,

2C4C,RC H + — (CS) Y1+ ‘;’Hs)l/z = }( g,). (17)

G
[ 1’
PILSe

Individualizemos as parcelas que compéem a Eq. 18, chamando de: A =

peso relativo da 4gua no sistema; B = 2C4C,RC ™ H; [(1 + on, )1/2 - 1], peso relativo da
agua suspensa no ar entre o orificio de saida do balde superior e a superficie livre do balde
inferior; C = 3Cd2RC ~2H,, variagio relativa da quantidade de movimento no balde superior;
D = 2C,*RC~2Hy, fluxo relativo de quantidade de movimento na superficie livre do balde su-

petior; E = 2C,%C, *RC™H;, fluxo relativo de quantidade de movimento no orificio; F =

2 H \1/2 ) ) ) . o
2 €.S) ™ (1+ , fluxo relativo de quantidade de movimento do jato que incide na
gLSe cro Cvsz

42



Khronos, Revista de Histdria da Ciéncia
n? 8, dezembro 2019

. T e Q? . 4 .
supetficie livre do balde inferior; G = LS. fluxo relativo de quantidade de movimento na su-
e

perficie livre do balde inferior.

Substituindo @, dado pela Eq. 13, nas expressoes de F e G, o resultado é

F = ZCdZCC_lRC_le {1 _ ZCUZCCRC_l [ 1 (1— 1) (1 + H )—1/2 —

20,2 \Hy Cy?Hg

2

(1+ c,,gas)l/z + 1]} (1+ cvgﬂs)l/z- (18)

1]}2. (19)

Finalmente, podemos escrever a Eq. 17 numa forma mais compacta, como

=3

Ry
pgLS.

=(A-B+C+D—E+F+G)(-8,). (20)

Para avaliarmos numericamente a Eq. 20, precisamos, agora, de uma expressio que
relacione o tempo que decorre a medida que a altura da superficie livre da agua no balde superior

se reduz durante a sua drenagem. Para a determinagdo desse tempo, escrevamos a equagio da

continuidade para o balde na forma Q(t) = =S, %, em que Q(t) = C4S,+/2ghs, logo

dhy _ S

dt dS_o Zgh’S' (21)
e

A integral da Eq. 21 fornece
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S

.12
t = Cdso\/;(\/h_o_\/h_S), (22)

em que h, = h(t =0) = L.

S, h h .
Escrevendo S—e =RC TO =1,e TS = H,, obtém-se
[

RC L
t=C—d\/27;(1—JE), (23)

valida para 0 < Hy < 1.

Essa expressio fornecera o tempo decorrido desde a abertura do orificio até o instante

em que a altura da 4gua no balde supetior atinge o valor H.

Do que se depreende da narrativa de Aproino, Galileu supostamente utilizou em seu
experimento elementos com as seguintes dimensoes: distancia entre os fundos dos baldes H;
igual a 1,35 m (duas bragas, 1 braca = 67 c¢m), e didmetro do orificio!* igual a 0,03 m. O didmetro
dos baldes ¢ a altura da d4gua no balde superior L ndo sio natrados, e, assim, assumiram-se ambos
iguais a 0,3 m. Para essas dimensdes, a quantidade de dgua no sistema é de 21,2 litros, com massa

de 21,2 kg e peso de 208 N, aproximadamente. Esse é o peso da agua contida no sistema, aqui

2
L S, 03m
chamado de G;. Com esses valores numéricos, temos que RC = S—e = (m) = 100.
o )

A Fig. 3 apresenta o historico das forcas atuantes na balanca, obtidas com a Eq. 20,

pata RC = 100, desde a abertura do orificio no fundo do balde supetior, até a sua completa

. . , . H(t) . . .
drenagem. A altura normalizada do jato de dgua a cada instante H = - foi obtida conforme

consta nos paragrafos apos a Eq. 13.

Vé-se claramente na Fig. 3 que as for¢as que dominam o processo sdo: o peso do jato de
agua — B, forca de reagdo no balde superior — E, e a for¢a de percussio no balde inferior — F. A
forca gerada pela variacio da quantidade de movimento no balde superior — C, a forca gerada

pelo fluxo de quantidade de movimento na superficie livre do balde superior — D, e a forca

1% Nio h4 davida de que os ovos atuais sdo maiores que seus homdlogos do tempo de Galileu. Uma
pesquisa na Internet revelou que o didmetro médio de um ovo de galinha na sua parte mais bojuda esta em
torno de 4,25 cm. Um didmetro dessa ordem drenaria o balde muito rapidamente, ndo permitindo uma
observac¢io adequada do movimento da balanga. Por essas razdes, optou-se por adotar o didmetro do ori-

ficio como sendo de 3 cm.

44



Khronos, Revista de Histdria da Ciéncia
n? 8, dezembro 2019

gerada pelo fluxo de quantidade de movimento na superficie livre do balde inferior — G sdo
praticamente nulas durante todo o processo de drenagem do balde superior. A Fig. 3 também
indica que, ap6s a primeira percussio do jato no balde inferior, é praticamente nula a resultante
das forcas atuantes no sistema durante a drenagem do balde superior. Dessa forma, a balanca,
que se encontrava desequilibrada para o lado do contrapeso apds a abertura do orificio, tendera
a retornar prontamente para a posicdo de equilibrio, permanecendo, entretanto, ainda pouco

desequilibrada para o lado dos baldes durante o processo.
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Figura 3. Histérico das forgas atuantes na balanga desde a abertura do orificio no fundo do balde superior,
até a sua completa drenagem, para RC = 100. Peso do jato de dgua — B, variacio da quantidade de movi-
mento no balde superior — C, fluxo de quantidade de movimento na superficie livre do balde superior — D,
forca de reagdo no balde superior — E, forca de percussido no balde inferior — F, fluxo de quantidade de
movimento na supetficie livte do balde inferior — G. Resultante =B+ C+D + E+ F + G.

Os termos que compdem a Eq. 20 indicam que, a exce¢do do peso do jato de agua B,

todas as outras forcas atuantes na balanca C, D, E, F, G sdo proporcionais a C4%H, o CCZVZ,'Z,
ou seja, sio proporcionais ao quadrado da velocidade do jato na se¢do contraida. Ocorre que,
diferentemente da for¢a de reacdo no balde superior e da forca de percussio no balde inferior,
E ¢ F, que vém afetadas de RC™! = 1072 as forcas C, D ¢ G vém afetadas de RC™% = 107,
o que significa que essas dltimas forcas sofrem, relativamente, uma reduc¢io adicional de um
centésimo em relacio as outras duas forcas E e F. Isso explica a inexpressividade das forcas C,

D e G em face das demais forcas atuantes.
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4. Discussio

Para Galileu, a for¢a de percussio seria igual ao peso do jato de agua, conforme se

depreende do dialogo entre Sagredo e Aproino:

Sagredo — Verdadeiramente inesperado parece-me o éxito deste caso; e, ainda que o processo
tenha sido diferente do que eu esperava e do qual pensava poder aprender quanta seria a forca
dessa percussio, ainda assim parece-me que posso conseguir em grande parte a desejada infor-
magao, dizendo que a for¢a e o momento dessa percussao eqguivalem ao momento e ao peso daquela
quantidade de dgua do [jato] cadente que se encontra suspensa no ar entre as dguas dos dois baldes, superior e
inferior, quantidade de 4gua que ndo pesa nada contra o balde superior, nem contra o inferior.
Nao pesa contra o superior porque, como as particulas de dgua nio estdo ligadas entre si, as
inferiores ndo podem forgar e fazer subir as superiores como faria, por exemplo, uma matéria
viscosa, como piche ou pez; nem contra o inferior, porque, na medida em que o movimento da
agua cadente se acelera continuamente, as partes supetiores nao podem pesar ou pressionar so-
bre as inferiores, donde se segue que toda a agua contida no jato é como se nao estivesse na
balanca. Este fato é claramente evidente porque, se a 4gua [do jato] exercesse seu peso sobre os
baldes, estes com o acréscimo da percussio se inclinariam acentuadamente para baixo, levan-
tando o contrapeso, o que nao acontece. Confirma-se também exatamente o seguinte: s imagi-
nassemos que toda aquela dgua se congelasse repentinamente, entdo o [jato], feito um sélido de
gelo, pesaria com todo o restante da maquinaria, e acabado o movimento, seria eliminada a pet-

cussao.

Aproino — O raciocinio de V. §% ¢é exatamente o mesmo que fizemos de imediato sobre o expe-
rimento observado, e pareceu-nos também poder concluir que a operagio da simples velocidade
adquirida pela queda daquela quantidade de agua da altura de duas bragas faria, ao pesar sem o
peso da 4gua, exatamente o mesmo que o peso da agua sem o impeto da percussio; de tal forma
que, caso se pudesse medir ¢ pesar a quantidade de dgna compreendida no ar entre os recipientes, poder-se-ia
afirmar com certeza que esta percussio ¢ capag, de produzir, quando pesa, aguilo que produz um peso ignal a 10

on 12 libras de dgua cadente.

Salviati — Gostei muito da engenhosa invengao; parece-me que, sem afastar-nos do seu desen-
volvimento, no qual nos traz alguma incerteza a dificuldade de medir a quantidade de agua ca-
dente, poderemos, mediante outra experiéncia similar, encurtar o caminho para chegar ao per-

feito conhecimento que desejamos... [1, p. 296, grifos meus].

Entretanto, a Fig. 4 mostra que a forga de percussiao no balde inferior tem um com-
portamento diverso do peso do jato de 4gua, com um valor sempre superior durante a drenagem

do balde superior.
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Aproino, na sua fala, afirma que “com certeza” o peso do jato de agua seria de 10 a 12
libras, embora Salviati indique em sua réplica que haveria alguma incerteza devido a “dificuldade
de medir a quantidade de agua cadente”. Apesar de Aproino nio mencionar para qual instante
do processo esse valor teria sido obtido, pode-se admitir que tenha sido no instante em que o
jato percute pela primeira vez o balde inferior. Nesse instante, a for¢a de percussdo corresponde
a aproximadamente 2,8% do peso da agua contida no sistema, o que produziria uma forga de
percussio no balde inferior de 1,75 libra!®. Nesse mesmo instante, o peso do jato corresponde a
aproximadamente 1,7% do peso da agua contida no sistema, ou seja, 1,06 libra, peso este muito

inferior ao estimado por Galileu.

A Fig. 4 também indica que durante a drenagem do balde superior, a forca de percussdo
¢ praticamente igual 2 soma do peso do jato de agua, mais a for¢a de reacdo no balde superior.
A pequena diferenca entre elas, da ordem de 0,03% do peso da agua contida no sistema, é pra-
ticamente constante durante todo o processo, e corresponde a uma for¢a de apenas 0,062 N (6,4
gramas), aproximadamente. Essa forga fara com que a balan¢a permanega muito pouco desequi-
librada para o lado dos baldes durante a drenagem do balde superior. Esse pequeno desequilibrio

para o lado dos baldes, teria passado despercebido por Galileu.

151 libbra toscana = 0,3395 kg [2].

47



Reconstrugdo tedrica do experimento de dois baldes de Galileu

0,030
] Pesodo Jato de Agua + Forga de Reagdo no Balde Superior
R, e Forga de Reacdo no Balde Superior
0,025 — -
_ - - =Forgade Percussdao no Balde Inferior
& .— — PesodoJato de Agua
o | &
& 0,020
T J
==} —
g g i
o 9 i~
S 2 0,015 =
S m »
£ E :
33
° Jir-
= i
T o010 |
|
= |
i}
0,005
0,000
0
Tempo, s

Figura 4. Histérico do médulo de forgas na balanca, para RC = 100.

5. Conclusdes

O experimento de dois baldes proposto por Galileu foi reconstruido teoricamente, em-
pregando as equagoes de conservacio da Mecanica dos Fluidos no regime variavel, o que per-
mitiu resolver o problema sem aproximagoes, na forma mais geral e completa, desde a abertura
do orificio no fundo do balde supetior, até o instante em que toda a dgua contida nesse balde foi

drenada para o balde inferior.

A analise realizada demonstrou que a forca de percussdo no balde inferior nao corres-
ponde ao peso do jato de 4gua que se encontra suspenso no ar entre as aguas dos dois baldes,
superior e inferior, conforme prop6s Galileu. Na realidade, a forca de percussio é proporcional
ao quadrado da velocidade do jato, assumindo um valor sempre superior ao peso do jato de agua

durante a drenagem do balde superior.

Durante a drenagem do balde superior, a balanga ficara muito pouco desequilibrada
para o lado dos baldes, devido a pequena magnitude da forca resultante, com um valor pratica-
mente constante, da ordem de apenas 6,4 gramas durante todo o processo — o que tornaria o
desequilibrio da balanga descrito por Galileu pequeno o bastante para passar despercebido —,

indicando que possa ser verossimil o relato de Galileu de que “[...] no mesmo momento em que
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a agua chegava percutindo no fundo do balde inferior, deixando de inclinar-se, o contrapeso
comegou a levantar-se e, por meio de um movimento suavissimo, enquanto a agua ia caindo
recolocou-se em equilibrio e, ai chegando, sem passa-lo num s6 fio de cabelo, parou definitiva-

mente” [1, p. 296].
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