RESUME DB LA TfQRIX MEIRIQUE RS
PRODUITS IENBORIELS IQPOIQGIQUES.

par A.Grothendieck (8ao Paulo).

IEITROPUCTION.

1. Conteny du iravall.

Ce travail présente une théorie & peu pris compldte sur le
sujet indiqué per son tisre, A cels pris que nous avons omis la plu
part des démonstrations, Sa véritable raison d'8tre réside dans les
résultats du §3 et surtout du §4,n%s 2, 4, 5, résultats tout & fait
nouveaux sur les classiques oipunu Ll. La, I.m. qui justifient les
développements un- psu longs des §§1,2. Les iddes directrices résul-
tent de fugon asues maturelle do [4] (notamment Chap.l, §4.n96; voir
[5] pour un résumé de [4]). En principe, ce travail est cependant
sutondme et ne‘demsnde pas’ la ‘leoture de [4] et [5]. On peut méme
remarquer que la théorie ‘des produits tensoriels topologiques d'es-
paces localement comvexes généraux gagne en clarté et simplicité &
8tre exposée d'aberd pour-les espsces de Banach. (En effet, la lec-
ture de {4] montrera gue presque toutes les questions de la théorie
‘générale, y compris la -théerie-des espsees nucléaires, se ramdnent
en réalité X des questions ‘sur-les espaces de Banach). '

Jusqu'su §3, n24 le texte ne contient presque aucune démons
tration. La plupart de ses énoncés reldvent d'une technique .asses
standard, qui sera bien familidre par exempls au lecteur de 4] .cex
tains résultats-clefs, notamment ceux du §2, nel, sont traités in
extenso dans [4] (et les démonstrations se trouvent déiA eaquissdes
dans [5]).-‘!out au plus la démonstration de cartains résultats du §
3 (Notammont le th.2, corollaire 3, et le th.3) ne se borns pas &
des redites ou A une morme routine. - Par contre, j'al donnd des df
monstrations essentiellenent completez pour les rdsultats fondeamen-
taux difficiles (§3, n25, th.4 et §4, ne3). Je pense qu'd partir du
§3, ne5, tous les raisonnements peuvent &tre sans difficulté récong
truits par le lecteur attentif, A 1'aide des indications détailldes
du texte.



A défaut de démonstrations cozpldtes, j'ai pris le plus
grand soin & bien dégajer la suite logique des idées et des propo-
sitions (qui constituait l'essentiel du travail de mise au point)
et de montrer comment les unes Etaicnt. conséquences naturelles des
autres. Aussi Je pense que ce texte devrait 'pumcttro au lecleur
attentif une domination rapide de la théorie.

Les besoins d'un cadre plus vagie que dans [4] ot[5] nous
ont obligés de revoir compldtement la tEMnolo;Le ot los' notations
antérieures dans la théorie des produits tensoriels topologiques.
Celles que nous avons fini par sdopeter semblent posséder toutes
les propriétés désirables de simplicité, cohdérence et symétirie.

Remarquons que nous aurions pu nous dispenser de développer
tout le formalisme des @ -normee (§§ 1,2,3) pour formuler et démop
trer les résultats fondamentaux du §4. Nais il me semble que, comme
en mainte occasjon analogus, cela aurait éconcmisé encre et papier
a.ux d‘pﬂu de l'effort intellectunel du lecteur. En sffet, ce n'est
que ‘par ces préliminaires que 1'on arrive A donner les énoncés sous
‘la forme concise et suggestive qui permet de saisir, d'un seul coup,
les relations entre les trés nombreuses variantes du théorume fondg
mental, et qu'on parvient A& une ocompréhension véritable de la théo-
rie.

Bignalons enfin que d'asses pombreux résultats dignes d'in-
térét, mais non indispensables pour une bonne compréhension généra-
le, on df #tre paseés sous silence. On espére qu'un exposd .complet
d'au moins une partie de la théorie, avec des rdsultats divers en §
xercices, pourra trouver sa place dans un livre actuellegent en pr¢
paration, en collaboration par L.Eachbin ot: 1'auteur, sur la théo-
rie des espaces locslement convexes, -

2. Iemminclogie of netations sfndrales.

Nous supposons une bonne connaiscance de la théorie des ss-
pacec de Banach, 1'zigdbre multilindaire, 1'intégration, et suivons
de fagon générale la terminologie de N.Bourbaki (voir notamment (1],

(2]).
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a, Géndéralités algébriques. Tous les espaces vectoriels en

vizagés sont des espaces de Banach, sur le corps des réels ou des
complexes. S1 E, 7, G sont des espaces de Banach, E' désigne le
dunl de =, L(B;?) 1l'espace des applications linéaires contimues
de E dens F, B(B,P;G) 1l'espace des mpplications bilinéaires
continues de EX? dons G; 1 G est le corps des scalaires, on
derit simploment B5(E,P). Ces espaces sont munis des normes natu-
rellss qui en font encore des espaces de Banach. 31 A<€L(E;P), on
désigne par t.lh la trzneposée de A, c'est donc un dlément de
L(2';R'). %

81 A€B(E,F), on identifiera aussi A avec l'application
lindaire d¢ E dens F' (et non de 7 dans RB'1) qu'elle définit:
81 x&E, A.x€P' gera donc défini par

(1) (y.;.x) = A(x,¥5) (x€EB,y<F, ACB(E,F)).

On désignerm par *A 1la forme bilindaire sypétrigue de A, forme
gur PXE donnde par '

(2) *A(y,x) = A(x,7) (x€E, y€P, ACB(E,F)).

8i, conforsément & la convention ci-dessus, on regarde alors 5%
comne une application lindaire F —> E', ce n'est autre que la
restriotion & F de la transposée de l'application A: B — F'
(ou encore la transposde tout court, pourvu qu'on muniese F' de
la topologie m), ce qul montre que nos notations sont raisonma
blement cohérentes. Bvidemment

(3) tth) = (A € B(E,F)).

E®Y dézlgne le produit tensoriel de B et F au sens
algébrique géndral (1], qui eet donc engendré par les é1ésents du
type x@y (x€X, y&€P). Pour tout espace vectoriel G, les appli
cations bil:l.n"nircl v de EXF dans G correspondeat biunivo-
quement aux applicatiom lindaires v de E®F dans G, & v cor-
pondant 1'application wu(x,y) = v(zx®y). En partioulier,B(E,P) esi
un espace de formes lindaires sur EQ®F, on a

(4) <x®y,A)>=A(x,y) (x€E, yEF, A€B(E,F)).



RQF et E'®@P' sont accouplés, on a
(5) {xoy,x'ey') = (x,x') (7,5') (x<B,yEP,x'€R' y'eF')

Cela permet de considérer E@F comme l'espace des formes bilinéaji
res faiblement séparément continues de rang fini sur E'XF', et
E'®F' comme l'espace des formes bilindaires continues de rang fi-
ni sur E XPF:

(6) E®F < B(R',P') E'®@P' < B(E,P).

Avec les conventions faites plus haut, cela donne donc aus-

si des imgersions

(7 E®F < L(E';F) B'@F' < L(EjPF').

E®F est l'espace des applications linéaires faiblement continues
de rang fini de E' dans P, EB'@P' 1'espace des applications 1}
néaires continues de rang fini de R dans PF'. Plus généralement
on & une immersion canonique

(8) B'®@ < L(B;@)

le premier membre est l'espace des applications linéaires continues
de rang fini de E dans G.

On a un isomorphisme de symdtrie naturel notd u — *a a0
E®F 'sur FQRE, donné par

(9) ‘xoy) = yox (xeB, yer).

C'est la transposde de l'application donné par (2) 'compte tenu de
1l'accouplement (4):

(10) KAy - I ) (WEB®F, ACB(E,T))..

De plus, les 1dlnt1r1utionl (6) sont compatibles avec les deux opd
rations u —> * ot A—> A, en ce sens que la premidre est in-
duite par la seconde.

I1 est gbeolument esgentiel pour ls suitc cua ces conventi-
ons (ol "la droite et la gauchea® sont soignousement distinguésl|) sg
ient bien explicitées et respactfea.
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b. Applications ot formes compactes et faiblement compao-

On appelle spplication linésire cogpacte (resp. faiblement
compacte) de E dans F une spplication linéaire transformant 1'
image de la boule unité en une partie relativement compacte (resp.
faiblement relativement compacte). Pour ceci, il faut et 1l suffit
que la transposde tj. € L(P';B') possdde la méme propridtd (en
tant qu'application de l'espace de Banach P' dans 1'espace de Ba
nach E'; done ieci *faible® dans E' doit se référer A o(B',B*].
Une forme bi_lini;ur. AEB(E,?) est dite compacte (resp. faible-
ment compacte) si l'application lindaire A: B —> P' qu'elle dé
finit 1'eat (méme remarque pour le mot "faible que ci-dessus). Il
revient d'ailleurs au méme de dire que l'application tA: P — K
l'est. ’

Soit A€B(E,F), A s'identifie & un élément de L(E;P'),or
F' est plongé dans le dual de F" (c'est l'espace des formes lind
aires faiblement continues sur F", en entendant par topologie fai
ble sur un bidual P* 1la topologie o(P*,7')). Donc A définit
cenoniquement un élément de L(E,(F")'), i.e. de B(E,F"). D'old une -
immersion ganonigue de B(E,P) dans B(E,P*). L'élément X de
B(R,P*) qui correspond & une AE€B(E,?) est appelé le prolonge-
ment canonjque de A & EXP*, X est encore caracterisée par le
fait d'8tre une forme.continue sur EXP", faiblement continus re-
lativement & P*, qui prolonge A. On définit de méme le prolonge-
ment canonique de A & E®XF. On fera attention qu'en prolonge-
ant A d'abord-a v_llt)il", puis la forme obtenue & BE*XJF*, on ob-
tient en général sutre chose qu'en prolongeant d'ebord A x'xlr,'
puié & E*X P*. Pour qu'on obtienne la méme chose, il faut et 11
suffit que A soit faiblement compacte. On peut alors parler sans
embiguité du prolongement canonique de A A R*X F*. Elle est ca-
ractérisde par le fait d'@tre un prolongement faiblement sépardment
continu de A & BE*"XP* (et un tel prolongement d'ailleurs n'exig
te gue si A est faiblement compacte)., =% 5

Exemple. Appliquant la premidre formule (6) A E' et F'
au lieu de B et P, on trouve R'@F'C B(E",P®). Cette immersi-




on n'est autre que celle qu'on obtient en composant l1l'immersion ca
nonique de la deuxidme formule (6) avec l'opération de prolongement
canonique aux biduals (qui & ici un sens, car une forme bilindaire
continue de rang fini est compacte, et A fortiori faiblement com—
pacte). Des identifications de cette nature seront monnaie couran-
te dans toute la thdorie des produits tensoriels topologiques(bien
qu'on ne l'expliciters gudre dans ce résumd).

c. Bapages mocegeibles, métrigusment accepsibles.

Un espace de Banach E eat dit sgooegaible (resp. métrique-
ment accesgible) si l'applicetion ildentique de B sur E est 1li~-
aite wniforme sur tout coampact d'applications linfaires continues
de rang fini (resp. et de norme <1). La deuxidme propriété impli
que d'ailieurs ls premidre. Une étude détaillés de ces propriétés
se trouve dans [4], Chap. 1, §5 (résumé dane [5], Chap. 1, Appendj
ce 2)., Signalons que tous les espaces de Banach classiques sont =4
triquement accessibles. 11_ en est en particulier des sspaces LP
(L& p&+vo), CD{H) otc., ce dont nous nous servirons sans autre rf
férence (comme de tous les résultats rappelés dans 1'Introduotion).

d. Eapaces spdciaux.

co(nJ désigne 1l'espace des fonctions scalaires continues
nulles A 1'infini sur l'espace localement ccapact M, muni de 1la
norme uniforme. On écrit simplement C(M) si N est compact, LP=
- LP(F.) (L€ p<£+0oo) ent l'espace ? classique constuit sur 1la
mesure positive quelconque }- sur l'espece localement compact N
[2]. Chaque fois que dans un énoncé ou une formule, interviennent
des espaces notés O, resp. L, resp. H, 1l s‘agira d'yn espace du
type ca(n). resp. Ll_(tn.J, resp, d'un espace de Hilbert {opmu
que par abréviation on appelle respectivement gapacee du type G,

espaces du type L, espaces du typs H). .Si I est un ensemdle
sans topologie spécifiée, on convient de le munir de la topologle

discrdte et de la mesure . masse +1 en chaque point. On dcrit
alors .E.o(”- LP(I] au lieu de .CO{I), Lp{’”. Si I est l'en-
semble X des entiers $ 0, on sous-entend X dans les notati-
ons, et écrit simplement g , ir.
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§ 1 - LES S-HORMES.
1. Hormes rajsonnsbles. Jes normes V st A L1

Définition 1. Soient E et F deux espaces de Banach.Une
norme  sur E®F est dite raisonnable si l'application bilindaj
re x,y —» x®y de EXF dans EO®F est de norme K1, et si
de méme x',y' =) x'®@y' est une application bilinéaire de nor-
me 41 dé BE'X'P' dans le dusl de 1'espace normé E®P,

D&asz \la norme de ce dual par ! , cos conditions si-
gnifient que & (x®y) & &X(x) X(y) et < (x'®y') &« (x')e'(y")
pour x€E, y€EF, x'€EB', y'€P'. En fait, cela implique méme les
égalités

® (X®y) =% (x) X(y); x'(x'eyt) = & (x')!(y).
RE'®F' s'identifie alors & un sous-espace vuyctoriel du dual de
1l'espace normé B®P. La norme &' induite sur B'QP par oe du
al est aussi une norme raisonnable. - On d{uigna par BEO®7F le
complété de E®F pour la norme raisonnable © .

Théoréme 1.~ 1. J) existe sur E®F upe plus petite por-
mo raisonnable V et une plus grande porpe raisonnable A.

2. 1a norme V est le porme induite gur E®F par
B(R',F'):

july, = ﬂuﬂuku.x'@r')I (x'ex',y'€r),

=
Ini€1 : :
3. La porme A\ e8% 1la poyme polaire de la bowle unité de
B(R,P): ' o
- Su -
lal, ﬁn(g,rla"ﬂ
Ivil <1

81 A (resp. B) est la boule unité de E (resp. ?), /N
est aussi la norme jauge de l'ensemble [ (A®B) enveloppa dis="'
quée de l'ensemble des x®y (x<€A, y€B), et est donné par la for
mule.

bal = 1ne 2l
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le Inf étant dtendu l toutes les représentations de .u sous la for-

me d'une somme Iinic u= Z xiayi

Théordge 2. Mmmmum ¢,on & un
isomorphigme métrique I.{n.r;a) = B(E,F;G).
(dont on laisse la dirinit:lon au loctm). En particulier:

Corellaire - lo dual/de E8F ggt B(E,7).

La d‘rinition de V "dang le. th.l 2e .‘.leliqul que IOP e
identifie A 1'adhérence de B®F dans 3(1',]"). 81 la forme bilji
néaire u sur E'XP' appartient & EX®PF, alors elle est gompac-
te ot faiblement continue, et la réoiproque est vraie si E ou P
est acce¥sible. Donc 35! 8'identifie sussi A un espace d'appli-
cations lindaires compactes de B’ dans ?, continues pour o(E',R)
et o(F,P'), ot on obtient ainsi m les npplicstion- de ce ty
pe 81 E ou F est accessible. De fagon nmlnguc, x'ar s8'iden-
tifie A l'adhérence dans L(x;]'} de 1'umc B'®F des applicaty
ons lindaires continues de rang ﬁ.ni “de E dans P, adhérence qui
est un espace d'applications linfaires gompaotes de E dans F; et
on obtient ainsi toutes les a.pplieati‘ou lindaires compactes de R
dans P si E' ou F est accessible. Enfin ,;'5!' s'identifie
3 1'adbérence dans B(E,F) de l'espace E'®F' des formes bili-
néaires continues de rang fini sur EXF, adhfience qui est un es-
pace de formes bilinéaires compactes sur REXxP; et on obfjent ain-
sl jmu les formes de ce type si X' "ou F' est accespidble.

Hotons ‘enfin que si E ou P est de dimension nm top
tes les normes raisonnables sur- E®F sont ‘qu.tvnlontll. 81 par
ex emple E  est muni d'une base finie, ESF est isomorphs & ».

2. pftinition des 2 -pommes.
Appelons ggpace normé m un espace normé dont 1'es=
pace vectoriel sous-jacent soit un R , Tesp. 9_‘ L'ensemble de

tous les espaces normés numériques est donc défini.

RPéfinition 2. On appelle D-gorme une fonction & qui, Y
tout ‘couple de deux espaces norl.‘- numériques E,F, sssocie une nop



-9 -

me raisonnable (voir Ne2l, définition 1) sur leur produit tensoriel
E®P, norme notée u —> Iulu, faisant de E®F un espace normé
noté 357, cette fonction étant assujettie A vérifier la conditi
on suivente: Soit wu, wuve application lindaire de 31 dans By
(i=1,2, E, et Pi espaces normés numériques), et u1®u2 1'ap-
plioaticn W@, cdnsidérde ogEze application* de l'espace normdé
31@032 dans l'espace normé ¥ 1 @F,; alors on g

[l wy Byl & llwy 11 byl «

11 s'ensuit que si w et u, sont des isomorphismes sur,
11 en est de méme do. u Bu.. Cela montre qu'on peut définir E®P
a1 B et P sont deux espaces normés de dimension finie quelcon-
q-nla (pas nécessairement numériques), et que la condition énoncée
dans la définition 2 reste vdrifiég pour de tels espacens. Notons aus
8i qu'avec l'identification 'qsuell(; de E@F & L(E',F), comme E'
peut 8tre regardd comme un espace normé numérique Bi E est un espa
ce normé numérique, la dormée d'une ®-norme o rovient aussi i la
donnée, pour tout couple (E,P) de deux-espaces normés numériques, d'
une norme raisonnable ]u]“ sur L(BjP) = E'®F, la condition de la.
définition 2 8'exprimant maintenant par

|ausl, & U4/l 1Bl lul,

pour uw€EL(B;?), AEL(P;@), BEL(H;E) (B, P, G, H étant des esps
ces normés numériques quelconques).

Bxemples. Si pour tout couple E,F de deux espaces normés
numériques, on considdre sur '"E®F. la plus petite norme raisonna-
ble V (resp. la plus grande norme raisonnable A ), on obtient une
®-norme qu'on désigne encore par V (resp. per A ). La norme |u],
sur un espace L(EjP) n'est évidemment autre que la norme usuelle
dn ‘opérateurs. : '

Qpérstions fondsmentales sur Aes S=normcs Soit & une
@ ~norme. Pour deux up-c.l- normés numériques B. et F, considé-
rons la norme w—3 | ul sur R®P. On voit aussitOt que 1la
fonction ainsi d‘ﬂ.nic, pour E' et P variables est une ® -nor-

me, ‘qu‘on note - lx et qu'on appalla la @ -~horme tranapcsée ou
xx_nétrigue de & . Elle est donc définie par [u|: = | uLr x

est dite symétrique 2i & = oc. En second lieu, pour deux espa-
ces nbmé_s numériques quelconques, considérons sur E®@F la nor-
me duale de la norme ]u] - sur E'@F'. On voit aussitdt que
pour E et F variablas, on .obtient ainai ‘wne *. @ -nor-
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me, qu'on note ' et qu'on apelle R-norme duale de X. Donc
par définition la norse |u| , sur E®P est la duale de la nor-
me Iu'lx sur E'@F'. On vérifie aussit6t les formules

t t .

((X) =, (') =

' ! v
ot 1;(ti(') - (to(}'. On désigne aussi par o la valeur commune:
v
o) = (Px) =&
Belation d'opdre. Soient X et (3 deux @ -normes, et A3 0.

On écrira & & AP s1 pour tout couple de deux espaces normés nu-
mériques E,P, on a I‘[“.‘ ';\lulp pour u € BE®F. Cela implique é-
videmment A3 1l. En particulier, la relation X £ est une re-
lation d'ordre dans 1'ensemble des . @ -normes. On a les équivalen-
ces suivantes:

;
% & A@ équivaut A ‘usm@.ta @ ¢an .

Soit (0(1) une famille de ®-—no:r‘on. Pour tout couple
(E,F) de deux espaces normés m-‘riqu--,, conaid‘ron.s sur E®F la
norme [ul“ borne supérieure des normes lului (qui sont toutes
majorées par |u|h). On constate qu'on a ainsi définie une @ -nor-
me ., qui est évidemment la borme supérieure de (0(1) dans 1'-
ensemble ordonné de toutes lea @ -normes. Comme &K —> ' ent
‘un isomorphisme de l'ensemble ordonnd des @-normes sur le méme
ensemble muni de l'ordre inverse, on voit donc que la borne inféri
eure d'une famille quelconque de @ -normes existe aussi. En d'au-
tres termes, l'ensemble des @ -pormes est un ensemble compldtement
réticuld.

Les propriétés élémentaires des @ -normes V et A dans ce
contexte sont résumfes daps le

Zhfordme 3. V g8t la mlus Retise, A la plus grande de¢
®@-porpes. V 23 A pemd symétrigues, et duales 1'upe de 1'sutre:
(V) = A, (A)' =V,

3. Bxtension des ©-mermes sux sspaces da dipension infi-

ale.
Boit ® une @ -porme. Sojent R et P deux espaces de
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Banach, Pour tout sous-espace vectoriel de dht_uiou finie H de E
et X de F, N®N est un sous-espace vectoriel de dimension fi~
nie de E®F, qui oroit avec H et N, ot les HA®E forment une
famille filtrante ocroissante de sous-eraces vectoriels de dimsn-
sion finie de EX®F dont la réunion est+ E®P. Soit uCB®F; si
u€N®K, on désigne par |u| x. 1a norme de u dans n@x. Elle
déoroit quand H et N croissent, posops

Ill*- ,Ill:: M;&y .
On voit suseitdt que la fonction ainsi définie sur E®F est une
norme raisomnsble (N® 1, définitiom 1). B4 en particulier & = V
ou & = A, la définition de - l“'a( donnée dans la formule ci-deg
sus est compatible avec lvs notations introduites au N2l (i.e. no-
tre formule redonne bien la plus petite resp. la plus grande des
pormes raisonnables sur B®F). On désigne par E®F le complété
de B®? pour la norme |u|,

Soient li' 1'1 des especes de Banach (i=1,2), soit u, une
application lindaire continue de B, dans . Considérons W ®u,
comme une application linfaire de 1'espece porpé E,®X, dans 1'-
espace pormé F ®F,, on .asura dncore ||lw,@w,|| < |ly |- u,ll. Done

®w, se prolonge par no:.rttimtl on une application 11n‘a1rv de
norme & llulll l[u!ll de E,®F, dans 11®r2, notée "1‘3’“2
On surs encore 1a forwule lult = | ul - D'sutre part, sl

on désigne par |u ll la norme sur l@.‘l dmlo de la norme |[u' I
sur B'@l" on aura luﬂ“i, lnl“. mais on ne sait pas si on mra
-toujours [ul, = |u|, . Co sera.le cas du moins' si E gt F sont
nétriguement pcceseibleg (voir Introduction,II). m-ons ‘que la @~
norme & est agcespible si ona |[u|/y = |u|, dans E®P chaque
fois que X ou P est de dimension finie. On montre facilement
pour toutes les @ -normes connmues qu'ollu' son% accessibles; si
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o8t acceesible, il en est de méme de ' et s X, donc aussi de
*(x'). cect posé, si X est accessible, on aura ||u “0(“ |u|x
deans EQF pourvu que E ou F so0it métriquement accessible. -

(2)

On & dans tous les cas ilu“v = ]u[,‘Ir , comme on voit aussitdt.

4., Formes at applications de type .
Soit ® une @ -norme, E et F deux espaces de Banach.

o

Comme on a |u_|x % [u}n dens E®P, on voit que le dual de E®F
N ~

B'identifie A& un sous-espace vectoriel du dual B(E,F) de EQ®F,

avec une norme plus fine.

Définition 3. 1. Une forme bilindaire u sur B XPF egst di-
to de type o , oy yne X -forme, s} elle gppartient au _u&L de
B‘SP. L'espece de cgs formes sur E XF, i,e. le duas] de E%P, est
noté F(E,F), la morme sur cot sspace st potée |lull  (x -norme
de wu).

2. Une spplicetion lipéaire w de B dans F st dite
de type o , ou une & -application, si la forme bjilindaire '
Cux,y'> sur EXP' gu'elle dffinit sst de type & . La .X-norme
de gette dernidre est sussi gppellée X -norme de u, ot notée
II“" ;u_mm M E deps ¥, puni de Ja X-
norme, sax potd  LV(E;P).

3. Dans le caa ot -~ A. on emploie les noms: forme biliné-

aipe intégrale, application: M, norme 1nt65_rale. ,

-On convient de regarder llull cozme inq_ini si la forme
ou l'application 11n‘a.1.r¢ -a_ n'est pas de type & . - 31 & =WV,
les "X ~formes (resp. les Oc-npplicl.tions) sont toutep 1“ :I’ur-
mes bilinaires’ continuee: (m ‘toutes les applications linhir-a_
contimues), et la u-nom ‘@8t leur norme usuelle: lall, =|| ul}.

mmm_ &énfroles dep %-Yormep. Par sa d‘rinition. la
‘boule unité do B (s,r) est, co-puctc pour la topologie faible dé-
finie par 30! laquelle topologie coi‘ncido donc sur cette Doule
avec la topologie faible définie par B®!, i.e. la topologie de
la convergence simple des formes bilindaires sur . EXF. Donc toute
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limite pour la convergence zimple de formes bilinéaires &e o ~norme
&1, (est encore de type ® et) a une o -norme £1.

Soit A une &-forme sur EXF, soit u une application
linéaire continue d'un espace de Banach 31 dans E, v une 'appli
cation linéaire continue d'un espace de Banach P dans F. On ng
tera Ao(u®v) 1la forme bilindaire sur E, X l‘l: A(ul,vl).uprl
cette derniére est encore de type ® , et ona

laotaav)ll, & ksl il Ivll -

En particulier, si 31 reap. ?1

wé de B resp. F, on voit (en prennant pour w,v lea applicati-

est un sous-espace vectoriel nor

ons d'ificlueion) que la restriction & B XP ‘d'une forme de type
& sur EXF est de type & , et a une o -norme au plus égale.

Soit A une forme bilinéeire sur EXPF, ty 1a forme
transposée sur FXE: tL(y,x) = A(x,y). Pour que A s0it de type
®, 11 faut et il suffit que tA soit de type tu; , et on a enco-
Ire

I "Ant - uau :
Voici enfin un résultat ‘llmntaire mais moins triviael:
Ihéordme 4. Soit A wune forme bilinéaire continue sur
EXP, X son ‘prolongement capopique 3 B XF". Pour gue A 890it
de type ® , il'faut et il suffit que I le soit, et op & alors
Hall, = WXl
Par polarité, ce théordme eduivaut au

Gorollaire 1. La boule unité d¢ E®F est dense dans 12
boule unité de E&P* pour La jopologie faibdle définis par As du-
alité avec B* (E,F).

Cela implique de plus le

Corollaire 2. Les applications &goniqu,es (produits tlmo—
riela des applications d'inclusion) E®F —> B‘BP' ot E@!‘ —%
E'@P" sont des igomorphismes n‘trigues.
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Le théordme 4 implique aussi que si on considdre la norme
|lu]|°< induite sur EB'®PF' par B“{E,P), c'eat aussi la norme in-
troduite avec la méme notation & la fin du K2 3, i.e. la norme dus
le de la norme |v]|_ . sur E"QP*, |

Propriétés gépérelees des X —applications. Ce sont les mé-
mes propriétés que celles vues pour les formes, mises dans le lan-
gage des applications linéaires. Toute application de E dans F
qui est limite pour la convergence simple d'applications de type X
ot de X -norme &1, est de type X et a une & -norme $1. A
fortiori, L“(E;F) est un espace de Banach pour 5a norme ]| .s1
u € 1 (B;F), v €L(F;a), on & vu €L (B;@), et "

I wall, & vl all,
De méme, v €L(E;P) et u < I.K(P;G) implique .uv € L“(E;G} et
vl < lull, vl -

S0oit u € L(E;P), pour que u soit de type & ., il faut
et i1 suffit que tu 80it de tjr,p. tu , 8t on a
Faily = Ul
Appliquant ce méme résultat au transposd u' -et 2 *x au
lieu de u et © , on trouve: pour qua u soit de type & , il
faut et i1 suffit que son bitransposd u® € L(E";F") 1le soit, et
on a
ally = kIl
Soit u une forme bilindaire continus sur E XF, pour qu"
elle soit de type & , 11 faut et il suffit que 1l'application lind
aire de B dans P' qui lul correspond le soit, et les deux X -
normes correspondantes sont égales (rdsulte du théordme 4). I1 &'
ensuit que si u€L(E;F), pour que u soit de type o , il faut
et i1 suffit q\'u 1'application de E dans P" qui lui correspond
1p. soit, et alors des deux & -normes correspondantes sont égales.

Relations eptre & -spplications e% §-;mmm. On 2

"

. le
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~
. Théordme 5. Soit uw €L (B;P), v €L (P;G), o< étant une
® -norme accessible (voir fin du N2 3) gu les trois espaces de Ba-
nach E, P, G étant supposés métriquement accessibles. Alorse vu
et intégrale, et '

llvull, < livl, dull,

On a d'ailleurs une réciproque. Soient en effet E,F deux

espaces de Banach, et u € L(E;F). Pour qn. Hull £ 1, i1 faut et
11 suffit que v € P'®E implique ]wl i'lq , OU encore gque
v € P'QE implique IuVIA & ]v]:‘ « 81 nlora E (roap. F) est mé-
triquevuent accessible, il revient encore au méme de dire que
v € L% (P;B) implique |vul| < Hvlla‘, (resp. uv|, < ”'"o‘i ).
(on suppose X acessible, ce qui pratiquement n'est pas une resirj
ction). Utilisant le théordme du graphe fermé, on voit que  pour
que u Bo0it de type &, {1 suffit déjA que pour toute veE€L™(F;B),
uv (resp. vu) soit intégrale.

5. Pormes et applications « -mmcléairee.

Soit ® une ®-norme. Soient B et F deux espaces de
Banach, Comme dans  E®F, on a lull £ lul , On a une application
linéaire canonique de norme % 1 @ x%r dans B¥(B',P'). Cotte
application ést biunivoque ll E ou F est accessible {-t méme
un isomorphisme métrique si .E ou F est métriquement accessible).
En tous cas, l'image de :@r dans B' (E",F') s'identifie au quo
tient de Ba? par le noyau de 1l'application précédente, et 11 y
a lieu de la munir de la norme quotient, qui sera mt‘o B, (u).
Pour u € EQ®F, on aura donc

fall, &% (w) & [ul,
(Bn fait, on a dit que les deux membres extrémes sont déjd

égaux 81 E ou P est métriquement accessible, donc dans .tous
les cas importants en pratique), Si E et F sont des duals, met
tons E' et P', on & susel uie application linéaire canonique de
noyme S1 de BE'®@F' dans B (R,]‘D on pnanlxdo_clllo-'-oi A 1l'ap
plication définie plus haut, ici EBE'®@F' —> B (B*,F"), en Taly

-
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sant correspondre & la forme sur EXF définie par une uGE'%P',
(forme qui est compacte comme limite pour la norme de formes de
rang fini), son prolongement canonique & E"XF"., L'espace quoti-
ent envisagé plus haut peut donc aussi s'identifier ici A un sous-
espace vectoriel de B“(E,PJ; sa norme K sera la norme induite
pourvu que E' ou P' Boit métriquement accessible. On voit de
méme que le quotient défini plus haut, peut pour un espace E'%F
s'identifier & un asous-espace de L“{R;P); sa norme N, sera la
norme induite par LK(E;P) pourvu que E' ou F soit métrique-
ment accessible.

Définition 4. Soit X une @-norme, B et F deux espa-

ces de Banach..

1. On appelle forme O(—nucléaire sur ExP une forme gui
appartient 4 1l'image canonigue de E'C&P' dans B~ (E,F). Muni _de
quotient Hg, l'espace de ces formes est noté B“{E,P).

2. On appelle application & -nucléaire de B dans F une
agglication qui appartient & l‘iilggg canonique de E'®F dans
L¥(E;P). Muni de sa norme quotig_:j_ By, llespace de ces applicati-
ons est noté L (E P?).

3. Dans le cas o = A\, on emploie les noms: forme nucléai-
re, application nucléaire. lﬂ(u) es8t appelé norme nucléaire ( Qu

norme-trace) de u.

Les applications nucléaires sont aussi parfois appelés ap-
plications de Fredholm, ou apjl:lq_ationl & trace. '

Dans une large mesure, les propriétés générales des formes
et applications & -nucléaires sont les mémes que celles des X -
formes et (X -applications (qui les généralisent), parfois sous ré
“serve que certains des espaces considérés soient accessibles. Tou-
tesfois, le plus souvent la boule unité de B“(E,P) ne sera ‘pas
compacte pour la convergence simple méme 8i X =V ou & = A
(son adhérence dans B(E,F) pour la &onva:_:‘ganct simple est conte-
nu dans la boule unité de B (E,F) et exactement égale A cette
dernidre.s1 E ou F est métriquement accessible). P.ex. les
formes V -nucléaires sont compactes, mais en général il existera



- 17 =

sur EXF des formes bilindaires continues (donc de type “VI) non
compactes.

On a énoncés exactement paralldles A ceux du N2 précéédent
p our la composition de formes ou applications « -nucléaires avec
des applications lindaires continues, ot sur les prolongements ca-
noniques de formes ou applications & -nucléaires. De plus, il ré-
sulte aussitOt des définitions que la forme u sur EXP est X -
nucléaire 8i et seulement si 1l'application lindaire de E dans P'
qu'elle définit 1'est, et les normes N correspondantes sont les

o

mémes. - Soit maintenant u wune application ®& -nucléaire de E
dans F, alors on vérifie aussit®t que sa transposée tu eat t«-

nucléaire, et que
t
lt‘( u) § Bx(“J°

Réciproquement, dire que t'u. ent toﬂ -nucléaire, signifie que 1la
forme bilindaire <ux,y'> sur X XF' est & -nucléaire, ou encore
que u est X -nucléaire en tant qu'application das F". Cela en-
traine que u est o -nucléaire (en tant qu'application dens P)
et qu'en fait 1'indgalité donnde plus haut est une égalité, pourvu
qu'on suppose E' ou P" accessible (ou qu'il existe une projec-
tion de norme 1 de F" sur P). Cela résulte de 1'énoncé un peu
plus général: Soit u EL“(P',B). continue pour & (PF',F) et

¢ (R,B'), :101'3 u provient d'un élément de norme N“(u) du quoti
ent de F®E par l'application canonique de cet eapace dans

L,(P',B), pourvu gue E ou F" (;?p agcesgible. Cette dernidre
condition est peut-dtre inutile.

6. Comparmison des PD-norges.
Soient X et (3 deux ® -normes, et A 20, tels que & £

$aB. 8 E et P sont deux espaces de Banach, on a alors lul ¢
£ ‘a\lul“ pour tout u<E®F, en d'autres termes l'application i~
dentique de EQ®F »e proloagt par cont&nuit‘ en une application 1}
néaire de norme £ A de E®F dans E@P. Si d'ailleurs E ou P
est accessible, on sait A priori que cette applicatql__cm est biunivg
que (car tous les produits tensoriels complétés E®F se plongent
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dans le méme espace Bé?), on pourra alors écrire EQ®F CB;;P. -
Appliquant ceci au couple @'y’ qui satisfait & Q@' < Ax', et
transposant, on trouve de m8me que pour toute forme bilindaire u
sur EXF, ona | u]]_‘ < M]'ullp, en particulier BP(E,P) & B“(B,lf).
Le résultat analogue s'ensuit aussitét pour les applications de B
dans F de type X resp. de type (3, en particulier LP(E,PJ:
<L {E F). On trouve de méme BP(B P) B, (B,F) et LQ(E;P}C I.“.(E;P),
avec des inégalitds analogues L9 (u) s?tl&(u)

Si maintenant on a A la fois deux indgalitds ™ & AR et
(5 4 o ¢ , on voit que pour tout couple de deux enpacea de Banach
E,P, on aura un isomorphisme vectoriel-topologique EG? = EQF,et
des identités, rospectant les topologies, B (E,?) = BP(®,P),

L (E;P) = L?(E ;F), B (B ,JF) =B (B P), L {B;P) = Ia“(! F).

11 est alors naturol dt dire quo une @ -norme & est do~
Bipée par une autre (3, 8'il existe un A 2 0 tel que X £ AR,
ot de dire que X et (3 asont éguiveleptes si chacune est dominde
par l'autre. Il n'est d'ailleurs pas difficile de comstruire un es
pace de Banach E (réflexif, séparable, métriquement accessibdle,
isomorphe & son dual) tel que pour deux ®-normes quolconques“b( et
(;, CE@E implique que & est dominde par (3 (donc E®E =
= B®E implique que ™ et  sont équivalentes). Notons que
les résultats essentiels de ce travail (§§ 3 et 4) peuvent s'expri
mer précisément par des inégalités du type & & A (3 entre -
normes particulidres.

Relations entre @ -pormes rfelles ot gomplexes. Dans la
théorie des D -normes développée dans ce travail, il faut bien
faire attention que le corps des scalaires R ou C est fixé une
fois pour toutes. Il faut donc distinguer entre 1'ensemble ’{‘jr des
*®-normes réelles” et'l'ensemble '2‘30 des "@-normes complexes?
Les relations entre les deux ne semblent pas si simples .qu'on pour
rait s'y attendre. Ainsi on remarquera que la norme intégrale d'u-
ne application linéaire d'un espace de Banach complexe E dans un
autre F est plus petite (et parfois strictement plus petite)dans



-1y =

1a *thforie complexe® que dans la “théorié réelle" (quand on regar
de u comme une application linéaire réelle entre les espaces de
‘Banach réels E ,7, 8ous-jacents 4 E,P). (Il suffit & titre d'e=~
xemple de prendro i‘application identique du corps des complexes C
sur lui-méme). De positif, nous dirons simplement ceci (qui oet
tout A fait satisfaisant quand on s'iniéresse & l'aspect vectoriel
topologique plOtét que métrique de la théorie). Soit T (n‘sp.Tc}
l'ensemble des cjlasses de @ -normes rdelles (resp. complexas) mo-
dulo 1'équivalence définie dans ce N9. Alors il y a uns correspon-
dance biunivoque canonique entre T, et T  définie aminsi. Sup-
posons que X € Tr et (& [ Tc Be correspondent. Alors une appli
cation linéaire u d'un espace de Banach complexe E dans un au-
tre F est de type (5 , 81 et seulement si elle est de type o¢ (en
tant qu'application linéaire réelle entre les espaces de Banach ré
els sous-jacents); et une application linéaire u d'un espace de
Banach péel ‘E dans un autre F est de type 81 et seulement
8i 1'application linéaire complexe du complexifié E° de E dans
le complexifié ° de P qui prolonge u, est de type (3 .- Bien
entendu, cette identification entre Ir et To est compatible a-
vec les relations d'ordre, et avec les opérations usuelles sur
classes de @ -normes, telles X —> ‘o(, ', & (ainsi d'ail-
leurs qu'avec les opérations moins triviales étudiées au §2).

§ 2 - 1S Q@-NORMES LIEES AUX ESPACES C ET L.

1. Compléments sur A et WV .

termination des formes bilinéaires et applications liné-
aires intégralés. Soient E et  F deux espaces de Banach. Par dé

finition, les formes bilindaires intégrales, de Dorme intégrale €1,
sur . EXP, forment la boule unité du duasl de E®@F. Il résulte a-
lors du théordme des bipolairesque ce sont aussi les formes qui
sont limites, pour la convergence simple, de combinaisons linéai-~
res convexes de formes "décomposédes™ x'®@y', avec x'€E' et
Y'€PF' de norme <£1. Par raison de compacité, il s'ensuit que ce
sont aussi les formes qui peuvent 8'écrire sous forme d'une inté-
grale faible
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u = 5:'(tJoy'(t) ﬂy-(t)

ol ,n. est une mesure paéitivs de norme 1 sur un espace compact K
(on peut prendre pour K le produit des boules unités de E' et P
munies des topologies faibles), t —» x'(t): une application sca-
lairement mesurable de K dans la boule unité de E', t —> y'(t)
une application analogue de K dans F'. La formule intégrale &-
crite plus haut signifie simplement qu'on a

u(x,y) = f(x.x'(t)) Ly, () drt(t)

pour tout x€E, yEF. On en conclut enfin facilement la réduction
suivante & un type canonique bien concret de formes bilindaires:

Théordme 1. Soit u upe forme bilinéaire sur EXF. Pour
que “u“agl', il faut et il suffit que l'on puisse. trouver un es-
pace compact K muni d'une mesure positive I de norme 1, et des
a.gplica.t;ons linéaires de norme &1 '« (resp.®) de E (resp. F)
dans L (r&) telles gue l'on ait

u(x,y) = (ot.x.@y) (xeE, y€F).

(Bien entendu; on pose (f,g8> = _jr.g dr.g pour f,g E.Lw(p-).
En interprétant en termes .d'applications lindaires, . il vient:

Corollaire 1. Pour gu'une application lindeire u de B
dans P soit de norme intégrale £ 1, il faut et il suffit gu'elle

Be factorise en

o 0 )

E—/™ 1L ‘ﬁ) Ll L r

o) ® et Y~ sont de norme 41. et (3 llapplication jdentigue
d'un espace Loo(}‘.} dans 1t (F')’ pour une mesure positive I de
norme 1 convenable ﬂr_ un espace compact K.

Signalons un cas intéreseant:

Corollaire 2. Soit }-l. une mesure positive sur un espace
localement compact M, u une application linéaire continue d'un



espace de Banach E dans Lt ( j). Bour gue u Boit intégrale, il
faut et il suffit que 1'image par wu de la boule unité de E soit
latticiellement bornée, et alors on a ‘

Pull = llsup jux| Il '
V% S -

(ot pour rcLl, |£] aésigne la (classe de la) fonction
t—> [2(¥)]).
(Voir (5], Chap.1, N¢ 9 pour des variantes).

Propriétés spéciales e.snogtialles'g_o_a applications intégra-
les. Elles sont résumées dans le

Théordme 2. Solept E,F, G irois espaces de Banach, u upe
application linéaire de B dans F, v une application lindaire
de P dans G. Si u est intégrale et v faiblement compacte

(resp. u faiblement compacte et v intégrale) mlors wvu st pu-
cléaire (§1, Ne 5, définition 4) et on &

Bv) < hvllliwll,  (respe § (va) < livil lull).

Corgllaire. Si E ou F est réflexif, slors les applica-
tions intégrales, ou nucléaires, de E dans F psont les mémes,a-

vec identité entre norme intégrale et norme nucléaire.

Détermination de certains produits tensoriels topologigues,
Voici les deux cas les plus importants ol ‘un produit tensg

riel topologique peut s'interpréter de fagon simple:

Théordme 3. Soit E wun espace de Banach, M un espace lo-
calement compact muni d'une mesure positive | adkd Alors on a des ji-
somorphismes -métrigues canoniques: :

1 (p)®B = Lp(p); C (M) BE = C_(X,E).
-I%(}I.) désigne 1l'espace des (classes de) fonctions intégrables
pour Jt & valeurs dans E [2], et C,(M,E) 1'espace des fonctions
sur M continues nulles A 1'infini & valeurs dans E, muni de 1la
norme uniforme. '
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On se reportera & [4] et [5] pour des cas particuliers di-
vers vt certaines applications de ce- théordme, (en particulier
quand on fait M = ensemble discret des antia-ra avec la masse +1
en chaque point, it oet C, devenant alors J?,]' et eo). De nom-
breuses autres déterminations de produits tensoriels topologiques,
dans le cadre des espaces localement convexes généraux, sont donnds
dans (4], Chap.2, n? 5 et [5], Chap. 2, passim. Signalons seule-
ment encore que 2 @E s8'interpréte comme 1'espace des suitoa
sommables (unconditionnally convergent) dans E, et que si E.(‘)(x)
d‘signo l'espace des fonctiona ‘m fois continﬁment différentiables
sur le cube compact K: ‘dans R®, avec sa topologie usuelle (qui
est normable), on a E.(-)(I} @F = 5('1(1,3) (espace des applica
tions m fois contintment différentiables de X dans E).

« Propriétés nggg:‘t-!";';og-gogolog_i_guu fondamentales _des
espaces C et L. : .

On appelle espace g_ ou dua II.B. £ (resp. espace L, ou
du type 1) un espace de Banach métriquement isomorphe i un espa
ce C (l'l) constuit, nur un enpacc localmnt compact convenable
(rup. 4 un espace L (}L) .construit sur ‘une mesure positive con-
venable). Il est classique _(hkutani) que le dual d'un espace I
(1i.e. un espace Lw} est un espace G, et que le dual d'un espace
c (i.e. 1l'espace des naurjo'a bornées sur un espace localement com
pact M) est un espace L. L'importance X priori de ces espaces
en théorie des opérations lindaires tient & leurs propridtés vecto
rielles~-topologi u»u tréds spéciales, (et qui les carsctérisent dem
une large mesure' ‘) apergus pour la premidre foie:dans un cas pap
ticulier important par L.Nschbin [9). Oes propriétés découlent e
fagon naturelle de la théorie des produits temsoriels V et A ,
grice au théordme suivant, dont la premidre partie est une consé-
quence triviale de'la pmiih partie du théordme 3, et la seconde
s'en déduit facilement par duslité (en se ramenant d'abord au cas
od E est de dimension finie):
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Théordme 4. Soit E un espace de Bananch, F un sBous-espa-
ce vectoriel fermé. 1. Soit L un eapace du type L. Alors 1'ap-
plication canonique L8F —> L@E est un isomorphisme métri-
gque du premier espace dans le second. 2. Soit C un espace du ty-
pe C. Alors l'application canonique COE — C@E/? est un
homomorphisme métrique du premier espace sur le second.

(Bien entendu, les applications canoniques en question sont
resp. le produit tensoriel des applications canoniques L —% L
et E —> E, et des applications canoniques C —%» C et
E —> E/F). Transformant par transposition, le premier énoncé &-

quivaut a:
Corollaire 1. Toute forme bjlinéaire gontinue sur LXF se

prolonge en une forme bilinéaire de norme égale sur LXBE.
Interprétant en langage d'applications linéaires, on trou-

ve

Corollaire 2. Toute gpplication linéaire continue de F
dans un espace L" se prolonge en une application linéaire de mé-
me norme de E dans L%, Toute application lindaire continue de
F dans un espace C du type C 8e prolonge en une application
linéaire de méme norme de E dans C*.

On notera qu'on ne peut remplacer C* par C dans ce degp
nier énoncé: faisant en effet E = C*, F = C, i1 faudrait en effet
que l'on puisse trouver une projection de norme 1 de C" sur C,
or on peut montrer p.ex. que si C est un espace du type C g_{p_r
Iable, il n'est pas facteur direct dans son bidual.

Par transposition, le corollaire 2 a'énonce aussi ainsi:

Corollaire 3. Soit L. uu espace du type L. Ioute _eppli-
gation linéaire continue de 1 dans up guotient X/F um&.n.
en une ngglicgt;gn de m8me norme d¢ L dans E".

(rour donner un senz L cet énonoé, on regarde 1l'applicati-
‘on donnée comme une spplication de L dans le bidual de E/P, le=-
quel s'identifie A un espace quotient du bidual E* de E). Bien
entendu, 831 E est un dual, et F un sous-espace vectoriel fai~
blement fermé, on peut trouver un reldvement de méme norme & va-
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leurs dans E lui-méme. Mais on voit encore comme plus haut qu'il
n'en est plus ainsi dans le cas général; l'espace L étant donné,
pour que toute application lindaire continue de L dane un quoti-
ent E/F s8e reldve en une application lindaire continue de L dans
E, i1 faut et il suffit que L solt isomorphe & un espace ,9.1(1)
construit sur un ensemble d'indices I convenable. -

Appliquant le théordme 4, 22 au couple (F°,E') au lieu de
(F,E), on trouve la variante suivante du corollaire 2:

Corollaire 4. Toute application lindaire compacte de F

dans C se prolonge en une application linéaire compacte de E
dans C de normeé arbitrairement voisine.

Appliquant le théordme 4, 22 au cas ol C est le dusl d'un
espace L du type L, on trouve la variante suivante du corollaire
3:

Corollaire 5. Toute application linéaire compacte de L
dans un quotient E/F se reldve en une application lindaire com-

pacte de L dans X, de norme arbitrairement voisine.
e
En vertu de l'interprétation des produits tensoriels C®E

donnée dans th.3,2%?, la deuxidme partie du th.4 s'énonce sussi ain
si:

Corollaire 6. Toute appljication gontinue nulle & 1'infini .
de ]'espace localement compact M dans un guotient E/F se reld-
ve en une application de M dans E Qumt , de norme ar-

bitrairement voisine.

Signalons encore le fait bien connu: Tout espace de Banach
est isomorphe A un sous-espace d'un espace du type C (p.ex. 1l'es-
pace des fonctions continues sur la boule unité de son dual, munie
de sa topologio rnu.), et & un espace quotient d'un espace du ty
pe L (p.ex. l'espace l (I) comstruit sur une famille d'éléments
de la boule unité de E dense dans cette boule). Toutes ces pro-
priétés sont & la base de l'utilisation intensive des espaces ( et
L dans la suite de la théorie, et des propriétés plus profondes
de ces mémes espaces que nous exposerons au §4.

Repargue. Toutes les propriétés vectorielles-topologiques

.qu'on vient de voir ‘pour les espaces (C resp. L sont Il-ll.lf.lt‘.-
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ment encore vraies pour tout espace facteur direct dans un espace
du type envisegé (A condition de faire abstraction du caractdre mé
trique dee énoncéds). Or on peut montrer que 1'espace 6(")(1{) en-
visagé A la fin du N2 1 est isomorphe & un facteur direct d'un es-
pace C (1l est méme isomorphe du point de vue vectoriel-topologi-
que & un espace ¢ lui méme). Il en résulte p.ex. que le résultat
' de reldvement analogue au corollaire 6 ci-dessus est valable pour
les fonctions vectorielles m fois continfment différentiables
sur le cube K (d'od aussitdt le résultat analogue pour des fonc-
tions fcotorialles définies sur un ouvert quelconque de _E:").

. 3. @-pormes jinjectives, projectives.

Proposition 1. Soit o une @ -norme. Les conditions sui-

yentes sur « sont équjivalentes: _
a. Quels gue soient les espaces de Panach E,G de dimen-

sion finie, et le sous-espace F de E, l'appljcation canonique
o %
FAG —> EBG
est un isomorphisme métrique dans,
b. Quels gue soient E,F,G comme cji-dessus, l'application

ue

0
B

o' !
E®@@ — E/PRG
est un homomorphisme métrique.pur,

c. Toute '~forme sur FXG se prolonge en imne ('-for-
me sur EXG ayant méme ¢'-porme. '

d. Pour toute o -forme sur EXG gqui s'snpule sur FPXG@,
la forme sur E/FXG qui s'en déduit par passage au quotient s mé-
OC -norme. .

De plus, si ces conditions sont vérifides, elles le sont
encore si les espaces E,F,G ne sont plus supposés de dimension

=3
@

[
]

Définition 1. On dit que o est injective A gauche (resp.
A'droite) si les conditions équivalentes précédentes sont vérifids
pour & (resp. pour la ® -nome transposée t“)--QﬂQ}EM X
est injective 81 O( est A la fois injective A gauche et A droite.



iy DG am

Bnfin o est dite projective A gauche (resp. projective & droite,

resp. projective) si ‘sa duale o' @8t injective A gauche (resp.
injective A droite, resp. injective).

Interprétant la condition d. en termes d'applications liné
. aires, on voit que . est injective A gauche, si pour toute X -ap
plication d'un espace E dans un espice G, qui 8'annule sur un
sous-espace fermé P, 1'application de E/F dans G obtenue par
passage au quotient est encore de type X et a méme O -norme.(Il
revient au méme de dire que la & -norme de u ne dépend que de
1'image par u de la boule unité de E). Et que oL est injective
& droite si pour toute application linéaire u d'un espace G dans
un sous-espace fermé F d'un espace E, telle que l'application u
de G dans E qu'elle définit soit de type &, u est elle-méme
de type (X ‘et a m8me & -norme que u. Sous réserve gue certains
des espaces qui interviennent dans ces énoncés soient accessibles,
on peut d'ailleurs y remplacer “applications de type & "™ par "ap-
plications ©f -nucléaires”.

De méme, ™ est projective A gauche, si toute application
d'un sous-espace F d'un espace E dans un espace G, peut 8@
prolonger en une O{-application de méme ¢ -norme de E dans G"
(donc méme dans G 8'il eximste une projection de norme 1 de a"
sur G). Bt  est projective & droite si toute o -application
d'un espace G dans un quotient E/F peut se relever en une & -ap=-
plication de méme X -norme de G dans RE". Les énoncés analogues
avec "applications & -nucléaires® au lieu de *x-dpplications®
sont encore valables, & cela prds qu'au lieu de 1'égalité des nor-
mes & —nuc}éaires, on peut seulement exiger que la norme K, du
prolongement ou ‘du reldvement cherché 8oit arbitrairement voisine
de la norme Ny de l'application donnde (en revanche, inutile de
‘passer aux biduals).

Enfin, si of est injective (resp. projective) alors le
produit tensoriel de deux isomorphismes métriques dans (resp. de
deux homomorphismes métriques sur) est une application du méme ty-
pe pour les produits tensoriels complétés relatifs & o .
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Bien entendu d'aprds ce qui précdde, V¥V n'est projective ni
4 gauche ni & droite, donc A n'est 1njact1ve ni & gauche ni & dro

ite. En revanche:
Théordme 5. V est injective, donc A est projective.

L'uaér’cion relative & V est en effet triviale. - On
trouve donc d'intéressantes propriétés de prolongement et reldve-
ment pour les formes ou applications intégrales (ou 'nucléairos_),qua
le lecteur pourra expliciter. Notons d'ailleurs qu'il n'existe ma-
lheureusement pas de @ -norme & la fois injective et projective.

Remargue. Soient E,G deux espaces de Banach, F wun sous-
espace vectoriel fermé de E, O(Nu.ne ® -norme. En général, l'ap-
plication canonique F@®G —> E®G “1:; ‘est pas un isomorphisme vec
toriel topologique, 1l'application E®G —> E/P@G n'est pas un
homomorphisme sur, une o -forme sur EXG nulle sur PXG peut
donner par passage au quotient une forme sur "E/FXG qui n'est
plus de typa' o , enfin une & -forme sur FXG peut ne pas admel
tre de prolongement en une « -forme sur EXG. (Ces deux derniers
énoncés peuvent aussi s'interpréter en termes d'applications liné-
aires). On vient d'envisager des hypothdses sur ¥ pour que cer-
tains de ces énoncés deviennent positifs, quels que soient E,F,G.

Au N2 précédent on avait envisagé des conditions sur G (8tre du
type G resp. L) pour que certains de ces énoncés deviennent posi
tifs quel que soit le couple (FCE), X étant suivant les cas V
ou A j; on peut d'ai-lJl.'eura voir que ces conditions sont dans une
large meaflre nécessaires. Eﬁi’in,' on peut aussi donner des condi-
tions sur le couple (FCE) pour que tous ces énoncés (& et G
arbitraires) deviennent positifs: il suffit que P 80it facteur
direct dans E, ou aussi (ce qui. eat moins fort) que F" soit
facteurs direct dans E" (5)‘. Ici encore, d'ailleurs, la condition
énoncée est aussi nécessaire. On peut construire un espace G sim.
ple (le méme que celui envisagé dans le §1, Ne6), tel que, si 1le
couplo d'un espace de Banach E et d'un sous-espace F satisfait
a1l uno des propri‘t‘r 780 — E®G est un isomorphisme vecto-
riel topologiquc, RQP -> B/P@G est un homomorphiame vectori-
el-topologique, ou l'une des deux variantes de ces propridtés, -
alpra F=" est facteur direct dans E°.
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4. Yormation de nouvelles &-nommes.

Il est immédiat que la borme aup‘riet_u-e d'une femille quel
conque de @ -normes injectives A gauche (resp. A droite) est enco
re injective & gauché (resp. & droite). En particulier, si & est
une @-norme quelconque, il existe une plus grande @-norme inje
ctive & gauche (resp. & droite) majorée par o . De m#me, par dua-
1ité, {1 existe une plus petite @-norme projective & gauche (res
pectivement, A droite) minorde par & . '

Définition 2. Les ®-pormes précédentes sont notées respe-
ctivement /&, o\ ,\® ,%/ .(lire: pré- K gauche, pré- & droit,
pro-o{ gauche, pro-o{ droit).

le trait altérateur de o est incliné vers le bas (en par
tant de O ) 8'1il indique une ®-norme plus petite que & (injecti
ve A g-aﬁche ou & droite suivant que le trait est placé & gauche ou
4 droite), et au contraire incliné vers le haut s'il indique une
@ -norme plus grande que & . Les nome donnée se justifient d'eux-
mémes par ce qui va suivre ("pro” signifie "prolongement™). L'une
quelconque des 4 opérations sur @ -normes qu'on vient d’'introdui-
re suffit d'ailleurs & déterminer (au moyen des opérations
o® —) tb( et O —> ') toutes les autres, au moyen des for-
mules suivantes (triviales & partir des définitions, et des propri
étés de KX —) to( et & —> X' en relation avec la structure
d'ordre):

Yy = CGoN, Ha\) = /0, O\ = (),
ey = \Ce), o) = \(xt), (@ \)'= (1),
(\x)* = /(x*), (/) = (x*)\.
On vérifie (gréce A ce qui va suivre) que (/& )\ = /(xX\) = plus
grande @ -norme injective majorée par (X , on la note simplement
par /ol\ et on la nomme pré-o . De méme (\X)/ =\(xX/) = plus
petite @ -norme projective minorée par (X , on la note simplement
par \® /, et on la nomme pro-&X.

Pour que ® 8oit injective A gauche (resp. ...) 11 faut

et 11 suffit que & = /& (resp. ...).

-
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Théordme 6. Soient E un espece de Banach, C un espace du
type C, L un espace dy type L, X une O-porme. Qn a des jso-
morphismes métriques:

/e o \% o ¢
C®E =C ®E, LA®E =1L ®E.
On en conclut aussitdt les formules an..u.louoa
o\ o !3\ o
EQ@Cc =E®C, c,®¢c, =, dC,,
o/ oL \ec/ [
B@L-E@L,_ L1®L2-L1®L2,

(ol les c, sont du type C, les L, du type [L). En passant aux
espaces duals des produits tensoriels envisagés, on obtient les é-
noncés équivalents:

Corollaire 1. Pour tout forme bilindaire u sur CXE, on
a Ju u .
2 lull = llull,

De méme, pour une forme u sur C;%xC,, on a Il u“\q’-
= ““”,_- En termes d'applications linéaires: Soit u wune applica=-
tion lindaire C —>» E (resp. B —> L, resp. C —> 1) alors
lall o = il (respe Rully, = lully » rosp. flullyy,= llully )
Corollaire 2. Pour toute forme bilindaire u sur LXE, on

a llull,, = lull,.

De méme, pour une forme u sur IL; XL,, ona [ull, =
= Huliu . Bn termes d'applications lindaires: Soit wu une applica
tion linéaire L —>» E (resp. E—> C, resp. L —» C) alors on
a lull,, = lull, (resp. lullyy = Hully o 7espe Full = lully J-

Se rappelant que tout espace de Banach E est isomorphe &
un sous-gspace d'un espace C, ou A un espace quotient d'un espace
L (Ne 3), et utilisant le fait que /X @8t injective & gauche,
\% projective A gauche, le théordme 6 permet le calcul explicite
des produits tensoriels EQ®F pour deux espaces de Banach quelcon
ques, pour l'une quelque des @ -normes /oc , o\ /e ,'\b:!l , &/,
\%/, au moyen de produits tensoriels au sens de o :

Corollaire 3. E étant plongé dans l'espace C du type C,



la norme l“lm dens E®F est celle induite par 09;5, donc
B @ F ps'identifie A l'adhérence de E®F dans CQ®FP,

On calcule de fagon analogue E B‘S? et Ela\l?.

Corollaire 4. B 4tant identifié A un gquotient de 1'espace
L du type L, la norme l“l\u dans EQ@F s'ideptifie A la nor-
me iu[x de L®P par le poysu de 1l'homomorphisme LO®F ?E@F,
lequel 8¢ prolonge donc en un homomorphisme métrigue de L®F sur
E g;?.

o/ N/
On calcule de fagon analogue E®F et EQ@FP.

Ces énoncés pern':ttant alors de déterminer les duals des
produite tensoriels E @PF etc., i.e. les formes bilinéaires de
type \% etc. (ol @- ®'). On trouve aussitdt les deux théord
mes suivants.

Théordme 7. Soient E,F deux espaces de Banach, ©, un
homomorphisme métrique d'un espace L, dut L Bur E, o une
@-porme. Pour toute forme bilindaire u sur EXF, les conditi-
ops sujvantes sont dguivalentes:

. u sstde type /o, st full, & 1.

b. Le forme uo{%@}_) sur L XE définie par u est
de type of et s wpe o -morme 1.

©. Qu pout irouver un homomorphisme métrigue (p d'un es-
pace de Panach B, sur K de telle facon que la forme u o ({®1)
sur B XP défiule par uw soit de fype &, ot de o -porme £1.

d. Pour toute application linéaire continue ( d'un espa-
ce L (du type 1) dans E, la forme composée v = uo(lp®1) est

de typs &, ot do X -norme £1.

En langage d'applications linéaires: L'application lindai-
re* u de E dans P est de /X -norme 41 (resp. de o\ -norme
£1) si on psut trouver un homomorphisme métrique C.? d'un espace
.'I'.l sur E tel que ul.? soit de o -norme £1 (resp. ei on peut
trouver un isomorphisme métrique LP de F dans un espace Pl tel
qus l?'n soit de o -norme £1). Dans cet édnoncé, on peut suppo-
ser B, du type L, P, du type (, Caractérisation correspondan-
te pour les /«\ -applications.

Une interprétation plus waniable de ces applications est
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donné par le

Corollaire 1, Seit u une application linéaire gontinue
de E dang F. Pour gue |[lufl,, &1 (resp. fullp\&1) i1 faut
et 11 suffit gque pour toute application linéaire continue v d'un

espace L du type I dans E (resp. de F dans un espace C du:
type C) uv (resp. vu) soit de type o et de o -norme % | v||.

Corollaire 2. Pour gue [luf, ., £1, il faut et i1 suffit

que pour toute application linéaire continue v d'un espace L du
type L dans E, et toute application linéaire continue w de F

dans un espace C du type C, wuv Bsoit de type o , et de & -
norme  &||wl [lvll.

Théordme 8. Sgiept E,F deux espaces de Bapach, op Buppo-
se E immergd dans un espace C, du type C par un jsomorphisme
métrigue (p , soit & une ® -norme. Pour toute forme bilinéajire
u sur EXP, les conditions suivantes sont équjivalentes:

a. u entge type \w , st lully, & 1.

b. u B8e prolonge en une o -forme Vv sur. Co X7, do X~
norme £1.

¢, Quel que soit 1'isomorphisme métrique de LP de B dgns
un espace E;, u se prolonge ep une X -foyme v sur B, X7, de
o -norme 1.

d. On peut factorigser u ep u = vo(P®1), od p o8t u-

ne applicatiopn linéaire de norme &1 convepeble, dans ui espee
C du type C convepable, et v upe forme sur CXFP de & -por-
me £1.

Interprétons une partie de cet énoncé en langage d'applicg
tions linéaires: L'application linésire u de E dens P est de
\X -norme €1 '(ronp. de ol /-norme £1) si quel que soit 1'immep
sion métrique de E dans un espace B,, on peut prolonger u en
une application de Bl dans P* de o -norme K1 (resp. si quel
le que soit la fagon de réaliser F comme un quotient métrique d'
un espace P,, u peut se relever en une application linfeire de E

dans Py de & -norme &1). BEn fin, IIuII\“‘l signifie que
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quel que soit l'immersion métrique de E dans un E, ot la réali
sation de F comme un quotient métrigue d'un espace Pl' u  provi
ent d'une application linéeire v de E, dans P}, de & -norme
4£1. A cause de ces propriétés, on pourra dire aussi que les ap-
plications de type \0& (resp. de type o/, resp. de type \X /)
sont les applications qui ont la propriété de « -prolongement
(resp. de of -reldvement, resp. de o -prolongement-reldvement).
Une interprétation plus maniable des applications précéddentes au

moyen de factorisations typigques est donnde dans le

Corollaire 1. Soit w une application lindaire continue
de -E dans F. Pour que l[ul[\.‘ £ 1 (resp. [lu[|.” £ 1) il faut et
il suffit que wu se factorise en

¢

¥

v v
E —» Cc— (resp, E —> L —>F")

(=9

avec |@ll £ 1, Ivll & 1.
Corollaire 2. Pour que ““-ll\.” & 1, il faut et il suffit
que u se factorjge en
v
P SRR AP S

gvec IRl £ 1, Il €1, livll, <1.

On notera d'ailleurs qﬁo pour que u soit de type \/,il
ne suffit pas qu'elle satisfasse simultanément aux deux conditions
du corolleire 1. Par exemple, faisant & = V , une application 1%
néaire continue quelconque de L dans- C gatisfait aux deux con-
ditions du corollaire 2, mais nous verrona ql.;' elle n'est de type

\V/ que 81 elle est intégrale, ce qui n'est pas le cas en général.

Pour finir ces généralités, signalons la conséquence immé-
diate suivante des critdres qui précddent (p.ex. Bous forme des
corollaires 3 et 4 du théordme '6‘)': Soient of et 9 deux @ -nor-
mes telles que W &AP (o A est un scalaire donné), alors on =&
aussi /w & A/B, X\4 ?\Q'\ y \x & A\Q® , x/ £ 2@/ (dono
ausel /x\ & A/B\ et \x/ < A\@/).

5. Compléments sur /A, A\,/A\,WV , V/ ,\V/.
Appliquant les opérations précédentes ¥ —>» /X etc aux
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®-normes V et A ,-mais en tenant compte du théordme 5, on trou
ve exactement les 6 nouvelles D -normes indiquées dan:e le titre
du présent N2, On posera pour abréger

(1) W =g WaL (dope %cwz, *La=g).

En vertu du théordme 8 corollaire 1, les applications liné
aires de E dans P telles que [lung‘ 1 sont exactement cel-
les qui ee factorisent en

v
E-:?-? C=— p»

avec f¢l| <1, |Ivll &1, 1'espace C du milieu étant du type C; ou
encore celles qui ont la propriété suivante: quel que soit le sur-
espace normé complét Bl de E, u Be prolonge en une application
linéaire de norme £ 1 de Bl das F". On dit aussi que les appli
cations de type G ont la propridté de prolongement (comparer a-
vec la terminologie introduite aprds thGor_bne 8; ici X = V), On
laisse au lecteur la caractérisation des a'pplicationn lindaires
telles que |lu||, £ 1; on dit aussi que les spplications de type L
ont la propriété de reldvément. BEnfin, les applications de type W
sont celles qui ont la propriété de proiongement-reldvement (ce
qui est plus fort que la conjonction des deux propriétés de prolon
goment et de reldvement, cf, N? 4, avant-dernier alinéa).

Les @ -normes duales de C et J sont respectivament

(2) g =N et L'= A (dome ‘'L, ‘L' = g').

La duale de W/ est /\ . Conformément A la terminologle générale,
les ('-applications (resp. les L '-applications, resp. 102_ /A -ap
plications) sont appelées applicetions préintégrales gauches(resp.
applications préintégrales droites, resp. applications préintégra-
.les), les normes correspondantes sont appelées normes préintégra-

les gsuche (resp. ...). En vertu du thdordme 7, une application 11
néaire u de B dans P a une norme préintégrale gauche Hu||§_.é
&1 o8i et seulement si E est un quotient métrique d'un espace
Bl {(qu'on peut-slors supposer du type 1) tel que l'applicnfion de
E, dans P définie par u soit de norme intdgrale 1. Enoncés

1
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analogues pour les applications préintégrales droites, et pour les
applications préintégrales. '

Proposition 2. Soit u wune application linéaire de _norme

préintégrale gauche (resp. droite) «£1, d'un espace de Banach B
dans un autre P. Alors u peut Be factoriser en

v . i L
2 — 12(p) — 1H(p) — P
v 1 w
(resp. en E—> fa(}l-)"—*)I'z(]*)""’?)
ol P est une mesure positive de norme 1 sur un espace compact K
conVensble, v _et w' sont des applications lindaires de norme <£1,
enfin 1 est l'application d'injection.

(I1 suffit par -xanﬁlc de prouver le deuxidme énoncé -dont
le premier résultera par transposition - ; 1l se démontre en utili
sant la caractérisation des applications préintégrales droites au

moyen des applications intégrales, la caractérisation de c.: Jarni
3res donnée dans le 21, théordme 1, corollaire 1, et en utilisant
enfin le fait que pour tout sous-espace vectoriel fermé de l'espe-
ce de Hilbert La( }.L). i1 existe une projection de norme 1 de ce
dernier sur le sous-espace; voir aussi [4], §4, N2 6.

Corollaire. L'spplication composée de deux applications

préintégrales gauches (resp. de deux applications préintégrales
droites) u et. v, est nucléaire, et on a-

B (va) & lvlg, llull g, (resp. N (va) & livil 5, lull 1)
Prouvons par linnplo la dauxi&m assertion. On peut suppo
ser évidemment |ul]., = Ivlln = 1. Pactorisons v comme indiqué

dans la prqpoaition, vu s'éerit alors comme le composé de la sé-
quence

u oo 2
E—> 7?7 —> 1L — 1L —r G,

Mais le ooppos‘ d.u deux premidres applications est de norme in-
tégrale <1 (en vertu de théordme 6, corollaire 2, L°° &tant du
type (), donc le composé avec 1°—> L2 est de norme nucléaire
&1 puisque 1? est réflexif (N2 1, théordme 2, corollaire),d'od
aussitét la conclusion.
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6. Tablesu des ® -normés naturelles.

On pose
(1) rT=/, A=L\ (donc ‘Y‘-?\, ta = 1 RE
Les & -normes duales sont donc .
(2) 'I_"- ¢, Nay (done t'_!_"-i, ti\_'-r').

Cela donne 4 nouvelles @ -normes. La caractérisation des applica-
tione de type ‘I' ou 2: par factorisasions typiques est incluse
dans le théordme 8, corollaire 1, et offre peu d'intérét. Pour les
applications de type 'I' et. A , le théordme 7 se spdcialise fa-
cilement en la

Proposition 3. Pour gue l'application linéaire u de B dans
P goit de 7 -norme <1 (resp. de QA -norme 1), il faut et il
suffit qu'elle se factorise en

v
Blb‘ﬁ"——tr' (resp. en B—vb%i)rj

ol 7y~ est un espace guotient normé d'un espace du typs C, A up
sous-espace normé d'un espace du type L, enfin v et w sont
des applications linéaires de norme <£1.

En méme temps, ¢et énoncé assigne une place remarquable,
par leurs propriétés vectorielles-topologiques, aux espaces quoti-
ents 7 d'espaces du type C et les loun-caplcon A d'espaces
du type L.

Considérons le plus pout ensemble @ de ® -normes qui
contient la @ -norme fondamentale V, et est stable par les opé-
rations X — &', *x /0( . P sera sussi stable sous les opé
rations & —> &\, \0( N/

_ Définition 3. On appelle @ -norme paturelle une @ -porme
§quivelente (voir §1, N96) A yne @ -porme de }'ensemble P précé-
dent (gpgendré par V au moyen des opératiops « -—-bm',tac,/o( )

On notera qu'il existe des @ -normes pon dénuées d'inté-
rét qui ne sont pas "naturelles® (i1 en existe méme une infinité
continue non équivelentes deux & deux). - Nous verrons qu'en outre
des 12 classes de @-normes déjA rencontrées, saboir les classes
des D-normes
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il n'en existe plus que .deux autres, saboir les classes des @-no;
mes \} et H/, od }J est la @-norme hilbertienne qui sera dé-
finie au §3, Nl (et dont nous verrons au §4 ciu'elle est dquivalen
te & 1la @-norme préintégrale /A\). Comme nous verrons (§3, Nel)
que les applications linéaires u de E dans F de norme hilber
tienne |{|uf|,, £ 1 sont exactement celles qui peuvent se factori-
ser en. E —& H—> P, avec |lu]| <1, ||v]|l<1l, H étant un espa-
ce de Hilbert convenable, le théordme 8, corollaire 1, donne aus-
8it0t une caractérisation correspondante des applicqtions de type
\;i_ "resp. K/, applications appeldes prohilbertiennes gauches resp.
prohilbertiennes droites. (On dit aussi que ce sont les applicati
ons ayant la propriété de prolongement hilbertien, resp., de reld-
vement hilbertien). Ainsi, la proposition 2 montre qu'on a les iné
galités

(3) C'2 H/, L'2\i
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TABLEAU DES @@-NORMES NATURELLES.
A intégrale

= Lcit—>p

- L' prolongement
préintégral gauche

E—Cc —=>/A—>PF"

2 =1'/ reldvement
préintégral droit

E=-MN > —F"

PN

RS

gr = /A préintégra;
le gauche

-

v T

W/ prolonge-
ment reldvement
E*C—>L —>F"

L' = A\ préinté-
‘grale droite

H/ reldvement hil-
bertien
E->H—>L— PF"

¥*

\H prolongement
hilbertien
E—=»C—H— P

VAN
N

L = V/ reldvement

E= 1>

/A préintégra-
le (équivaut
a H)

¢ =\V prolongement

E—> C=—>» P

A = L\ préreldve-
ment droit
E—=>A—>PF

7 = /C préprolonge-
ment gauche
E—>Y — . p"

7\
NS

WV norme usuel-

E—» F

Explications., - 1. Désignations et factorisations typiques. Nous'

avons inséré les diverses

@ -normes usuelles

par leur signe usu-

el ou leurs signes usuels (permettant d'en reconnaitre la forma-

tion), ainsi que leur nom. Chaque fois que pour une de ces S-nor-
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mes, soit ¢ , on peut caractériser les o -applications par une

f
fuctorisation typique, par exemple dans le cas o =/ par la
factorisation E—» C — L —> F", nous avons indiqué cette fac-
torisation en dessous de la désignation de la @ -norme envisagée.
Dans ces diagrammes, L, C, H désignent respectivement des espaces
du type L, du type C ou des espaces de Hilbert, A un sous-espa
ce L, W un quotient d'un espace C. Dans la factorisation typi-

1

que pour /A , nous avons dcrit me " pour indiquer l'a pplicati

on d'inclusion de Lm( r-)dana _I;l(’.l-), ol | désigne une mesu
re positive de masse 1 sur un compact convenable. Dans la facto-
risation typique E —> ¢ —» /A —> PF* pour ]"'J , la deuxidme
fl8che désigne une applicatidﬁ de type /A ; ramar?ue analogue
pour la factorisation typique pour A' .

2. Symétries. Les ;._-'-,Q.fr}:bmea du tableau, symétriques par
rapport A 1l'axe vertical, .a“o'nt;.""dt'.ransposéea 1'une de l'autre. Les
Q@ -normes symétriques par.rapport au cenire * du tableau sont
duales 1l'une de l'autre. Celnﬂse 1it en effet aussitdt sur le ta-
bleau, sauf le fait que les deux @ -normes prohilbertiennes gau-
che et droite \H et H/ sont duamles l'unc de l'autre; en fait,
on peut seulement affirmer que chacune est équivalente & la duale
ie l'autre, ce qui est un résultat non trivial qui sera obtenu au
§3, K2 5, - Des deux symétries précédentes résulte que deux @ -
normes & et F. , Bymétriques par rapport & 1l'axe horizontal du
tableau, sont contragrédientes l'une de l'autre: =‘_0<v = t(b(').:
- () (cependant pour \H et H/, ce sera seulement vrai A u-
ne équivalence prds). En d'eutres termes, 81 on compose une (X -ap
plication et une (A-lpplication, on trouve une appl_ic&tion intégra
le (§1, N24,théordme 5; signalons qu'on montre gue les & -normes
de 1a famille P sont accessibles - car si une @ -norme est ac
cessible, il en est de mlme decelles qu'on en déduit par les opéra
tions ® —> /& etc -, de sorte qu'on est bien dans les condi
tions d'applications de ce théordme).

3. lmplications. Une fléche o —» [3 signifie que &
domine - @ (§1, N16), i.e. qu'il existe un A tel que (BSAX ,
ou encore que toute X -application est aussi une P—-spplication.
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Leo implications indiquées par les 4 fltches du carré central ne sg
ront établies qu'au §4 (elles sont équivalentes entre elles d'aprds
les symétries signalées plus haut, et signifient aussi, comme on vé
rifie facilement, que /AN est équivalente A la -norme hilberti-
enne H comme nous l'avions déjA annoncé plus haut, Toutes les nu-
tres fléches X —> (3 indiquent m3me des indgalités strictes

(5:5. o , et sont A peu prds triviales grfice & ce qui a déja étd o-
btenu. (Par raison de symétrie, il suffit par exemple de vérifier
les implications données dans le carrd supérieur gauche, ce qu'on
1it facilement sur les formules (3) et les factorisations typiques,
par exemple).

Pour vérifier que le tableau contient toutes les @ -normes
naturelles A des dquivalences prds, il suffit de vérifier qu'en ap-
pliquant A 1l'une quelconque d'entre elles l'opération &X —>» /o,
on retrouve & une équivalence prds une & -norme du tableau. Cela
n'offre pas de difficultés, une fois admis les résultats fondamen-
taux du §4 eignalés plus haut, On a donc exactement 14 classes (bi-
en explicitées) de ® -normes naturelles. (I1 est cependant bien
probable que 1l'ensemble P lui-méme, introduit avec la définition
3, est infini). Signalons aussi qu'on vérifie par des exemples (en
considéraunt des applications particulidres entre espaces du type L,
C ou H) qu'il n'y a pus d'autres implications entre les @ -nor-
mes naturclles que celles indiquées dans le tableau, sauf qu'il est
possible qu'on uit encore les relations C' —)» C et L' —> L.Ce
sont 1A deux conjectures équivalentes (d'aprés les symétries du ta-
bleau des @ -normes); on 1lit sur le tableau qu'elles équivalent
aussi A une réponse affirmative A la question: le composé d'une C'=~
application et d'une L'~application est-il intégral? (Comparer K25,
proposition 2). - En tous cas, de qui précdde montre que les 14
‘classes de O-normes obtenues sont bien distinctes.

Pour finir, signalons que si l'un des espaces E, P est du
type C, L ou H (rappslons que "type H* signifie: espace de
Hilbert), slors le nombre des clasees d'applications linéaires de E
danse P qui correspondent aux diverses @ -normes paturelles.se r¢
duit, suivant les cas, au nombre de 5 ou 6 au' plus; et quand E et
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F sont tous deux d'un des types C, L, H, ce nombre se réduit &
deux ou trois au plus: deux Bi E et F sont de types distincts
(donc i1 n'y a & considérer dana ce cas que les deux classes extrd
mes de toutes les applications linéaires continues, ou des applica
tions intégrales de E dans F), trois si E et F sont du méme
type. Dans ce dernier cas, la ciaaae. d'applications linéaires de -
E dans F intermédiaire entre les deux extr8mes est la classe
des applications hilbertiennes (= préintégrales) dans le cas od E
et F sont tous deux du type C . ou tous deux du type L, et aa
classes des spplications de Hilbert-Schmidt quand E et F sont
tous deux des espaces de Hilbert. Toutes ces affirmations s'expli-
citent et se démontrent sans aucune difficulté A 1'aide de ce qui
a 6té dit, & 1'exception du dernier fait, qui sera inclus dans les
rdsultats du §3, He6,

§ 3 - LES @ -NORMES LIEES A_ L'ESPACE DE HILBERT.

1. Définjtions et géndralités pour H et H'.
Théordme 1. I existe une @-norme H et une seule ayant

la propriété suivante: Si u est une forme bilindaire sur le pro-

duit de deux espaces de Banach E et F guelconques, on a

"uuﬂ.s.l 81 et seulement si 11 existe des applications linéaires

¢y de norme <£1 de E resp. F dans un espace de Hilbert
convenable H resp. son dual- H', telles que l'on ait

u(x,y) = (LPx,\i:y) (pour xéE', yEF).

Corollaire. Pour gu'une application lindaire u de E dans
P satisfasse & “uﬂn.‘ 1, 11 faut et il suffit gu'elle se facto-

rise en
: v W
(1) E—> H—>TF

o H est une espace de Hilbert, et v et w sont de norme <£1.

Définition 1. La @ -norme introduite avec le théordme 1
sera toujours notée H, et appellée ®-norme hilbertienne, Les H-
formes et H-applications seront dites formeg & applications  hil-

bertiennes.
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Il s'ensuit aisdment que leo formes hilbertiennes sur EXF
sont celles qui sont erfcore continues quand bn munit E et P de
semi-normes préhilbertiennes (6) continues convenables (il suffit
méme que u devienne continue quand on remplace l'une des normes
de E resp. F par une semi-norme préhilbertienne continue). Les
applications hilbertiennes sont celles qui se factorisent conme
dans (1), od H est un espace de Hilbert et v et w des appli-

cations linéairea continues.

De ce qui précdde résulte aussitdt la

Proposition 1. H est une @ -norme symétrigue {fg:g) ot
injective (§2,N®3). Donc la @-norme dusle H' est symétrigue _et
projective.

On en conclut
(2) B /N, H > W
(car /#\ est la plus grande @-norme injective, \\V/ la plus petite
Qg-norne projective); par suite:

Corollaire. Une forme ou mpplicatjon u préintégrale (§2,
Ne est hilberti e, at o .
5) est hilbertienns, st op & |lully & liuil,,

De méme, lea H'-applications ont la propriété de prolonge
ment-reldvement, En utilisant les §1,N2 4, th. 5 et la caractérisa
tion des H-formes donnée dans le théordme 1, on obtient la carac-
térisation suivante des H'-formes: ’

Proposition 2. Soit u une forme bilindaire sur EXPF.
Pour gue Jlull,, £ 1, i1 faut et il suffit gue pour toute applica-
tion linéaire (p de norme (1 d'up Hilbert H dans B, la forme
uwo(@ @) sur HXF 804t intégrale, do norme intégrale 1.

Dans cet énonoé, on pout supposer que H est l'espace de
Hilbert sz classique, on peut aussi y échanger la droite et 1la
gauche, ou donner 1'énoncé "bilatdre® correspondant, avec des ap-
plications lindaires t? et ¥ de H dans E resp. F. On laisee
aussi au lecteur la osractérisation correspondante des }'-applica

tions,
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Signalons comme conséquence du §2, N21, th.2 que le compo-
86 d'une H-application u et d'une H'-application v est nu-
cléaire (et non seulement intégral), et qu'on a Hn(vuJ__@Hu]lH iMlH"
Dans cet énoncd, on peut échanger H et H'. -~

2. H-formes hilbertiennes.

Soient E et F deux espaces vectoriels. Une fonction
scalaire u(x,y) sur EXF est dite forme Besquilindaire si el-
le est linéaire par rapport & x et antilinédaire par rapport & y.
Cela signifie aussi que c'est une forme bilinéaire sur EXF, ol
F est l'espace vectoriel dont le groupe additif coincide avec ce-
lui de F, mais ol la multiplication par le scalaire A est la
multiplication par A dans le vectoriel F (de sorte que l'appli-
cation identique F —> F est antilinéaire”)). Les formes ses-
quilindaires sur EXF ’peuven‘. donc aussi 8tre regardées comme
les formes lindaires sur le produit tensoriel E®F. Si maintenant
E et F sont des espaces de Banach, F est un espace de Banach,
et s1 o est une @-norce, une forme sesquilinéaire u sur EXF
est dite de type &, 8l elle est de type o en tant que forme bi
linéaire sur EXF, La ® -norme de cette dernidre est encore no-
tée |lul[, . L'espace des formes sesquilinéaires de type & sur
EXF est donc le dual de l'espace de Banach E®F. - BEn particuli
er, 81 o est la®-norme hilbertienne H, le th.l montre que 8i u
est une forme sesquilindaire sur EXF, on a ||u||ﬂ$1 i et seu-
lement si on a u(x,y) = (Qx,'sry), od Y et Y sont des applica
tions linéaires de norme <1 de E resp. F dans un espace de
Hilbert convenable H (ol le produit scalaire egi noté (a,b) comme

usuellement).

Supposons maintenant E = P, On manit E®E d'une 1n1:olu—
tion antilinéaire naturelle v —> v, faisant correspondre. y®X
A x®y (on dénigne par une barre au dessus‘de la lettre d'un é1é-
ment de E, le méme élément, mais considéré comme élément do E).
Dans 1'eopace des formes sur B@i, i.o. l'espace des formes ben-
quilindaires sur EXE, il lul correspond une involution antiliné-
aire naturelle u —> -u*, donnée par
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% *
(v u)=<v,u >
ce qui s'écrit aussi, en terme des formes sesquilindaires:
*
u (xly) = u(Y!xS'

Un élément u d'un espace vectoriel P muni d'une involution an-
tilindaire u —> u* est dit hermitien 84 u =u' . En particuli-
er, cela redonne ici la notion usuelle de forme hermitienne sur

EXE. - Supposons maintenant que E est un espace de Banach,alors
pour toute @ -norme &, 1'involution v —> v' sur B®E est
une isométrie pour ile , 11 en résulte que 8i u est une forme
Beﬁquilinéai{'o de type P =o' sur E XE, alors u* est encore de
type @ et a méme @--nome que u. Donc, pour que u soit de ty-
pe (5 , 11 faut et il suffit que ses composantes hermitienne
(u+u*)/2 et antihermitienne (u-—u*}/z le soient. (Cela ramdne
en principe la détermination des formes sesquilinéaires de type [
& la détermination des formes hermitiennes de type (3, du moins
dans le cas des scalaires complexes, auquel on peut d'%(illeura tou
jours se ramener). Enfin, signalons que, le dual de E®E édtant
l'espace des formes sesqﬁilinéaires de type {3 =o' pur B)(E,“il
en résulte aussitdt que le dunl du sous-espace hermitien de E ®E
s'identifie, avec sa norme, A l'espace des formes hermitiennes de
type (‘5 sur EXE.

On appelle forme positive sur EXE une forme sesquiliné-
aire u telle que u(x,x) 2 O pour tout x€E. Une telle forme
est hermitienne. 81 u et v sont deux formes hermitiennes,on é-
erit u < v ou ¥ >> u pour indiquer que ' v-u est positive.
On a 1A une relation d'ordre compatible avec la.structure d'espace
vectoriel. Enfin, supposons de nouveau que E so0it un espace de
Banach, alors un élément de E®E est dit positif s'il est hermi-
tien, et ei la forme hermitienne sur E'XEB' qu'il défipit est pd
sitive.

Théordme 2. Soit E 'un espace de Bamach. 1. Soit u une
forme positive continue sur -EXE. Alors u est hilbertienne, et

on a
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lull g = lluli= sup Ju(x,x)|.
= lxll<1
2, 8oit u une forme hermitienne sur EXE. Pour gue ||ul| <L,
il faut et il suffit que l'on puisse trouver une forme anit—i've v
Bur EXE, de norme <1, telle gue -v <& u 4L'v.

Ces énoncés rdésultent aussitdt du th.l, quand on remarque
que la relation -v << u << Vv signifie précisément que |u(x,y)|<&
.@7(1,1)112 v(y,y)lfa pour tout x€R, y€E, comme on vérifie sans
difficulté.

Corollaire 1. Les formes hermitiennes sur EXE gqui sont
hilbertiennes sont exactement celles gul sont différence de deux
formes positives continues, ou encore celles qui sont majorées par
une forme positive continue.

De fagon précise, sl u << v avec Vv »» 0, on a um=v-(v-u),
o v » 0, v-u Do, aod lfully & Uvll+ llv-ull €2 |vi + lul .
- Variante utile du théordme 2:

Corollaire 2., Soit w un é1ément hermitien de Eéf. Condi-
tions dquivalentes: a. u EE®E; b. u est différence de deux é1é-
ments positifs de Eéﬁ; c. u est mujord par un é1ément positif de
E®E; d. 11 existe un é1ément positif v dans E®E tel gue
-v & u < v. - De plus, |u|B = ||u.||IH est la borne inférieure des
|v] = |Iv]] pour les v envisagdes dans la condition d. (T bis)

3. H'-formes herpitiennes.
Par polarité, on tire du théordme 2 le

Théordme 3. Seit u upe forme hermitiepne sur EXE. Sup-
posons qu'il existe une H'-forme hermitienne v sur EXE telle
que -v < u &KLV, alors u est de type H' et Ilu!lré vl -
Réciproquement, si u est de type H', on peut trouver une forme
hermitienne positive intégrale v sur EXE gqui majore u.

En fait dans ce dernier énoncé, on peut méme prendre v de

la forme
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(1) ¥ = L x®x dp(x)

ol B est la boule unité de E' avee sa topologie faibla,’.t une
mesure positive sur B de nerme £ ||u||l,,. (J'ignore 81 on peut
mdme choisir cette v de fagin que l'on ait -v <K u <& v). Appli
quant aussi la deuxidme partie du théordme 3-'} -u, on trouve:

Corollaire 1. Pour gue la f rme hermitienne wu ‘sur EXE
Boit de type H', 11 fauwt et il suffit que l'on puisse trouver une
forme positive intégrale ' v sur - EXE telle que -v <& u <X v.0On
peut choisir cette v telle que

(2) Ivll, & 2 Dol g,

En falt on peut méme choisir v de la forme (1), avec
Pl €2 lully, -

Corollaire 2. Soit u une forme hermitienne positive sur

80it majorée par une forme positive intégrale v. full qr o8t 1la
plus petite des normes intégrales de cea v. .

C'est d'ailleurs aussi la plus petite des normese des mesu-
res positives ) sur la boule unité B de E', telles que u v,
o v est donnde par (1).

La deuxidme partie du théordme 3 se précise de fagon remar
quable dans le cas ol E est un espace _QO(H):

Corollaire 3. Soit u wune H'~-forme hermitienne sur E XE,
ol B = So(M). Alors il existe upe mesure positive Jo suxr N, de
norme .sliuln.. Selle que u K, ob on pose
VP(r,g) @ Srg dr.
(pour £,8 €g ().

Noter d'ailleurs que Vi est précisément de la forme (1),
o on identifierait M A une partie de la boule unité du dual de

Co[l) 4 la fagon usuelle: ‘}‘ = H‘xa‘{x d'.;(x) (intégrale faible).
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(En fait, on peut démontrer d'abord directement le corollaire 3,et
.on conclure aussit0t le th.3 grlce au fait que, }' étant projecti
ve, u 8e prolonge en une forme hermitienne de méme H'-norme sur
un produit CXC, lorsqu'on plonge B dans un espace C du type
C). On trouve aussi 1'analogue du corollaire 1:'on peut trouver
3flr M une mesure positive ]u- telle que

(3) v, << W &Ly, avec pll < 2 ”“”_H_l'

La premidre inégalité s'écrit aussi:

(4) u(x,y) | < ( jm Zap/? ¢ Elylzdrn)l/z

(x,y €, (¥))

en d'autres termes u 8e prolonge par continuité en une forme de
norme %1 sur Lz(r. )xLz( ,..L). S1 maintenant u est une H'-for
me sesquilindaire quelconque sur un produit CO(H)X CO(H), soit P
un espace somme topologique de M et N, alors u est la restric
tion de la forme hermitienne' U(x+y,x'+y') = u(x,y') + u(x',y) sur
CO(P)XCO(P}, forme qui satisfait & |[|[U],, < 2 ﬂu]l et & 1la-
quells on peut donc appliguer le résultat pr&cédent. Cela. donpe:

Corollaire 4. Pour toute forme sesguilinéaire (donc aussi
toute forme bilinédaire) u de type H' sur ‘CO{H)KCO(H) on peut
trouver sur M une mesure positive B Bur N une mesure posi-
tive v, de normes £ 2 ||u[|1, , telles gue u B8e prolonge  par
continuité en une fome de norme £1 sur L (F}XL ().

(A fortiori H est hilbertienne et de norme hilbertienne
42 |[u]|l,,). Ces deux corollaires ainsi que les suivants prennent
tout leur intér8t en vertu des résultats du §4, H22, qui impli-
quent en particulier que toute forme continue sur le produit de
deux espaces du type G est une H'-forme.

Variante du corollaire 4:

Corollaire 5. Seit wu une forme bilindaire (ou sesguili-
néaire) de type H' et faiblement séparément continue sur
Lm( r—) XL (), alors 11 existe une forme bilindaire v de nor-
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me L1 sur L (}L)thtl‘},gdea éléments f 'rasg. g do
Lz(rl.) resp. e (v), de norme £ 2 |lu||ﬁ,, tels que l'on ait

(5) u(x,y) = v(xf,y8)  (x€L7(p), yeL™ (¥)).

On en conclut ceci:

Go 911 aire 6. Soit u E.L (F}@L (), alors il existe un
vel? {rL)@L (€), |vly £1 et des é1éments f Einr&) ot

gEL (§) de morme <£2 ||lu B tels gue
(6) u = v(I®g)

(od le produit est un produit multiplicatif ordinaire de classes
de fonctions mesurables pour )L@f).

4. Promidres relations entre H, H', etc,.
Le corollaire 4 du théordme précédent donne facilement com
pte tenu que H' est projective, la

Proposition 3. On a
(1) HE <oH
ol la mejlleure constante possible © psatisfait 3 1 & §42

(I1 n'est d'ailleurs pas exclu qu'on ait méme e = 1l).Com
me H' est projective, on en conclut, compte tenu de la fin de §2,
H2 4, les inégalités

2) . . " \E, E/,\E/ & Q&'

( 'Y est encore la meilleure constante dans chacune de ces trois }
négalitéas). On a donc le diagramme d'implications

// N\
) B B
\.H./

ol les fl8ches ont la méme signification que dans le tableeu du §2,
He 6. _

D'autre part, la démonstration de §2, N2 5, prop. 2 prouve
aussi la
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Proposition 4. H/ est injective & gauche, donc \H est
injective A droite:

(3) /(8/) =8/, (\E)\ =\H.

Conjuguant avec le premidre inégalité (2), on trouve \H & 3_&'\.
or E'\ = (8/)' = (\R), d'od

(4) \E <g(\H) = QE/)'  (donc ausei H/ &Q(H/)=g(\E)").
{Ici_ encore, © est la meilleure conatanta).vm. Ne su.i.vant‘, nous
obtenons des inégelités en sens inverse (\H) <\ et (H/) S$&H/,

ce qui prouvera qui \H et H/ sont chacune équivalente & la du-
ale de l'autre, i.e. & sa propre contragrédiente, comme nous 1l'avi

ons annoncd au §2, Ne6.

5. Relations plus profondes entre les @-normes lides 2
l'espace de Hilbert.

Soit H 1'espace EP avec sa structure usuelle d'espace
de Hilbert (8). Soit u 1la forme produit scalaire sur HXH,on va
calculer iluﬂ e ce qui est aussi la /H'\-norme de l'applicati-
on identique de H sur lui-méme. Soit G = Q(n) le groupe des
transformations ortho'gonalea de H, muni de sa mesure de Haar m
(m(1) = 1), soit. a un point fixe de H de norme 1. Si re_:g_l(nj,
soit U, *®l'opérateur de composition®

> 4

Uf - ‘J‘ f(s)s dm(s)
et posons &
LP{I) = Us.a = f(s)s.a dm(a).
On voit aussit8t que l-P est un homomorphisme métrique de Ll sur
H. Soit v 1la forme v(f,g) = u( \Pf,*g) sur I.]‘xI'.l, alors en
vertu de §2, K24, th.7, on a

(1) "u“/il\ - llvH Ht'

On a v(f,g) = (Ut ,U a) = (U Uga ,8) = (Ugita,a) (o auivant 1'uss
ge, » désigne le produit de convolution et gls)=g(s” )J On ob-
tient donec
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(2) v(f,8) = {@rt, %) o x(s) = (s.a,a).

D'aprds le théordme 3, corollaire 2, |v|| i est la plus petite
des normes des mesures positives p sur la boule unité B du dual
oo 1

L de L°, telle que v (£ v, = J- rof dr.(f}. Comme la forme Vv
| B

est invariante par translation, on peut supposer P invariante
par translation, alors on voit aussitdt que

(3) vr‘(f,g) = <§*t,@r> od F!‘ J Zxf dp(f) (inté-
grale faible).
Donc v & Vi équivaut & & £< (3 (au sens de la relation d'or=-
dre usuelle entre fonctions de type positif sur le groupe compact
@). Comme (X east une fonction de type positif "élémentaire”, asso
cide A la représentation unitaire irréductible de G obtenue &
partir de la représentation identique par complexification de H,
(5’,, est de type positif, et que pour vérifier une inégalité
& << (3 i1 suffit de vérifier que Ve ‘V@ pour toute représen-~
tation unitaire irréductible V de G, dans le cas actuel 1'inéga
1ité envisagée équivaut simplement & Uy < Uel‘- (inégalité entre
opérateurs hermitiens dans H). Or Uy = % a®a, od a®a désigne
la projection orthogonale de H sur la droite engendrée par a;
compte tenu de 1'expression (3) de @I"" notre inégalité devient:

1= *
(4) S a®a & | Uy U, aue).
i[vﬂ est la plus petite des normes des mesures positives i sur

B tollea qu'on ait (4). Or (4) 4implique, en calculant (A.a,a)
quand A est 1'un ou l'autre membre de cette indgalité:

1 2
(5) g 5 ol ape).
Soit Hn la norme de 1'npp11co.tion f—> Ura de L°° dana H in
duite par (p. (5) donne ‘1/n & IIHI, 2 A il,u.u; g n, donc
1 2
(6) vl 2 M.

D'autre part, on va prouver 1'inégalité en sens inverse. On a

‘= U, a=a, 1.e. 8.8=a. On
Ura Uf*‘sn pour tout B &G tel que &g

en conclut aisément que pour calculer N = ?uepnllurau. on peut B8e
borner aux f&B qui sont invariantee par translations droites

sous le groupe H stabilisateur de a, i.e. qui peuvent dtre reo-
gardées comme des fonctions mesurables bornées de norme £1 sur
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1'espace homogdne G/H = S (sphire unité de H), muni de la mesu-
re” m'  image de m(caractérisde par le fait d'&tre invariante par
roté.tions et de masse totale 1). On a donc Hn =

= Sup HI :{(x)xdn (x)], f parcourant la boule unité de L (m').

On voit. taci‘lemont par raisons de symétrie, que le maximum est at
teint pdur la fonction

(1) ' to(x) = sgn(a,x)
pour lagquelle on obtient
(8) Uy a=HKa d'ol M, = (U, a,8) = J. |(x,a)] dm'(x).
o : 0 3
De plus, Uf 08 = U pour tout s€H, ce qui prouve que UI est
0 '\

proportion.nel & n@a. donc compte ‘tenu de (8) on obtient.

o
Prenons alors pour W la masse 1/n l au point f  de B, 1le
deuxidme membre de (4) est alors ||’A-|l U:l.’ - l aQa. donec 1'iné-

[+] o
galité (4) est vérifide. Par suite |v|| .é - :,

nu de (1) et (6):

(10) “'“ H' = “u"/al\ =n Hn

Le calcul explicite de M par la formule (8) n'offre pas de dif-
ficulté. On prouve

d'old, compte te

2
ln-S:—_ij x d0(x) = 3 B~ J""/" sen O cos™ 238 de =

31- n
: 2 Sy
-2 _n..z n-2 - —2.._0=2
ax n=l S
Sha1 Yo e -

(odh 40" est la mesure euclidienne usuelle sur S, et ol S dé-
signe la surface de la sphdre euclidienne de dimension k). Cela

donne P (E)

(1) " T T
2
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On en conclut, en utilisant les inégalités de convexité sur la fon

ction D:

(12) 1<, lim
: m—> +e

Se rappelant qu'en vertu de (10), % Hg est la /H'\ -norme de 1°'

application identique de l'eapace de Hilbert de dimension n sur

lui-méme, on conclut de (12) le

] (g

e ¥
n~-2"°

Théordme 4. Soit H un espace de Hilbert. Alors la /H'\-

norme de 1'application identigque de H _sur lui-méme, identique A

la /H'\-norme de la forme (x,y) sur HXH, est finie et .sw:%r,l'é-
galité ayunt lieu si et seulement si H est de dimension infinie.

S1 X est une @ -norme quellconque, 1'inégalité X L AH
(ou encore H' & A®') est équivalente, en vertu de la caractéri-
sation des H-applications, A l'assertion que pour tout easpace de
Hilbert H, l'application identique de H sur lui-mbme a une & -
norme & A. Donc le théordme 4 édquivaut au

Corollaire 1. On &
(13) /E'\ $GH (d'od H' £T\H/)

(@ =TT/2 est la meilleure constdnte possible).

— S—

La deuxidme formule implique & fortiori H'g o'\H, d'od
H'\ £ (\H)\. Compte tenu de prop.4, on a donc H'\ &< <\H, i.e.

Corollaire 2. On a

(14) (/) = (\n) ¢o\
et la formule transposée
(14 bis) (\B)* = (/) & SH/.

(Ce sont les formules promises A& la fin de N24). Il n'est
d'ailleurs pu difficile de voir que & =T/2 eat encore la meil-
leure constanté.

Corellaire 3. Jur le produit de deux eppaces du type L
(resp. de deux espaces du type C) lee f-formes g% les H'-formes
sont les mimes, et 9n & .
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(15) lhell o & ollull o il g < gl o

(On voit en effet facilement que ces inégalités sont équivalentes
respectivement au corollaire 1 précédent, et A la prop.3). - Donc
pour une application linéaire d'un espace C_ dans un espace L ou
d'un espace 1 dans un espace C, il revient au méme d'8tre de ty
pe H, ou de type H'.

Soit u une application linéaire de norme £1 d'un espace
C= gv(l‘l) dans un espace de Hilbert H. Alors la forme (ux,uy)
sur CXC a une norme hilbertienne <£1, donc en vertu du corol-
laire précédent 'une H'-norme %o, donc en vertu du th.3, corol-
laire 3, 11 existe sur M une mesure positive W de horme &< t.el'
le que (ux,ux) & jx:-: dp  pour tout x€C. D'od aussitdt le

Corollaire 4. Soit u une application linéaire de norme
£1 de QO(H) dans un espace de Hilbert H, alors u se factorise

2n ' v
g, > 1%(p) S
ol |- est une mesure positive de pnorme <O (= 1;.,):)_ sur M, oifi

est l'application canonigue, éﬁ v une application lindaire de
norme £1.
Par transposition, cela donne facilement:

Corollaire 5. Soit u wune application linéaire de norme
£1 d'un espace de Hilbert H dans un espace Ll(r.), Is u Be
factorise en
S S Vo a@ey o o1
H—» L (}I-) -_ L (r-L)

ol v est upe spplication linfaire de norme <1, et o J est 1’
opération de gmwitiplicetion per une f€L’()) convensble, de norme

& ¢ (=Tr/2).
Dans cem corollaires encore, on voit facilement que la

meilleure constante est < , Tous les corollaires qui précddent
sont en fait équivalents au théordme 4, dont on peut donner nom-
breux énoncés équivalents; nous en verrons encore quelques-uns par
ticulidrement-intéressants au N2 suivant, th. 6.
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6. Les classes naturelles d'opérations linéajres dans 1l'es-
pace’ de Hilbert.

Si H est un espace de Hilbert, son dual H' s'identifie &
l'espace H défini au K® 2, donc 81 E est un espace de Banach,
H@E s'identifie A 1l'espace des applications lindaires continues
de rang fini de H dans E. Soit maintenant « une @ -norme;pour
tout couple H,,H, de deux espaces de Hilbert |ulg est une nor-
me raisonnable sur H @Hz, invariante par trmromatiom unitai=-

res dans H) et H,. D'aprds les résultats de Schatten (19 chap.
(8 bis)

cette norme est de la forme

(1) luly = B (@ (w)

oh pour u€H1®Hz, (gitu)) désigne le suite décroissante infinie
des valeurs propres de (u u) 1/2 E.I.(El) (chacune répétée suivant
sa multiplicité; on rajoute des zdros si la suite des valeurs pro-
pres est finie, i.e. H, de dimension finie), et od N, est une
“gauge-function® de Schatten, i.e. une norme sur _gtl) H, ensem-
ble des entiers naturels) invariante par permutations de XN et par
multiplication, dans 3,(1), par des suites "unitaires™ (i.e. dont
tous les termes sont de module 1). N,  est bien déterminée par

si on veut que la formule (1) scit valable pour $out couple de
deux espaces de Hilbert H, et M, (9), et on vérifie aisément
les formules

(2) Hy = 'tu ’ l“l- (H“)'
(od (N )* est la norme de Schatten polaire de X, Q(D étant

mis en dualité avec lui-méme de la fagon usuelle). On en conclut
pour toute nG.H-lOHza

(3) Tl = fuly = I8l = 80l

d'ob par dualité, pour des opérateurs n(h(ﬂl,l{z):
#* * (10)

0 Iall= ol = Il = 00 2.

Nous allons déterminer les diverses classes d'applications
linéaires entre espaces de Hilbert, définies par les ® -normes
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naturelles (§2, K¢ 6). V ne demande pas d'autre commentaire. D'au
tre par, le théordme suivant est bien connu:

Théordme 5. Soit u un opérateur linéaire de H, dans H,.
S84 H) =H, et si u est hermitien, alors u est nucléaire (ou

encore: intégral) si et seulement si il est compact, et la Buite
{21) de ses valeurs propres sommables. On a
(5) lull, = By(w) = [l = 25121

2. 81 u est gquelconque, u t nucléaire 8i et seulement si 1'opé-
rateur hermitien (u*u)l 2 est nucléaire, et on

BTSSR B

Bn fait, pour toute ®-norme ©& , et tout u € L(H, ;8,),0n

e lull,

a

(6) lhaly, = b2l

comme 1l résulte aussitdt du fait que chacun des opérateurs u,
(u*u)l/2 s'obtient A& partir de l'autre par multiplication avec un
opérateurs partiellement isométrique.

Rappelons qu'une application linéaire u de H, dans H,
est dite application de Hilbert-Schmidt si (u u)]'/ 2
et la suite (gi{u.)) de sBes valeurs propres -de carré sommable. On

eat compact

pose alors

(1) llull, = Mg, = 922 .

[lu |2 est une norme sur 1'espace i (El sH,) des applications de
Hilbert-Schmidt de Hl dans 32' qui en fait un eapaeo de Hilbert.
Le produit scalaire y est donné par (u,v) = Tr v u, en particu-
lier

2 * s
(8) = Tr, uu= juu
(B R"all,
Ces formules ont un eens, car (comme bien connu) le produit de

deux applications de Hilbert-Schmidt wu: H, —» H, et v: H,->H
est nucléaire, ot

(9 vl < vl lall -

1 3
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Théordme 6. Soit u EL(HliHE)‘ Les conditions suivantes
sont dquivalentes:
a. u est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

b. u est du type L (resp. du tyne C).
c. u est du type L' (resp. du type C').
De plus, on a les inégelités:

(10) Il 3 = boll ¢ & liol, € V@llull 3 = 3 Bl
(11) hull, & bull 50 = lll 0 £ (& Duil,

ol ¢ =T/2 est la meilleure constante possible.

Les deuxidmes inégalitée dans (10) signifient aussi:

v w
Corollaire. Tout composé H, —» E —> H., od E est du
type L *ou G, est une application de Hilbert-Schmidt et on a

lwell, & {& Ivll vl

Les formules (1ll) sont simplement transformées par dualitd
des formules (10). On a [ul|l, = [Jul| en vertu de (4), il suffit
donc de prouver |[lul] .Q Iu||2 < gl P En vertu de (6), on est
ramené au cas ol u ost hermitien positif. Si wu est alors du ty
pe de Hilbert-Schmidt, on se ramdne aussitdt au cas ol u est l'o
pérateur de multiplication, dans H -&2, per une suite de carré
sommable (p,) telle que l(gijll2 = l;llz. Mais alorn. c ‘ezt méme
une application de norme [[ul[, de Q° dans % c ,ﬁ d'autre
part l'e.pplicnt'ion identique de &1 dana est de norme 1,

d'od j|u]|L < I|u||2 . Supposons maintenant full. =1, d* od
I|‘~;1*| = 1. 0n a en vertu de (8) Iulé - o™ ull,, or u se factori-
se en H—> L —> H, u. en H—> C —> H (od les fl8ches
désignent des applications linéaires de norme <£1), donc wu  se
factorise en H—> L —>» H—> C —> H. L'application identi-
que H —> H ayent une /H'\-norme £ (théordme 4), le composé
L—>H—=C a une H'-norme £G, donc (comme H‘:HVJ son composé
avec 1'application hilbertienne H —» L a une norme intégrale
4& . A fortiord “u*uuh&lﬁ', d'od ]iuuggcr, d'od enfin |ull, €
& {&||ull, . Le méme raisonnement en sens inverse montre que
65t la meilloure constante possible dans cette indgalité.

Il est trivial que pour u€L(H,;H,), on a ||l =||ul]
od Juf, = ][u]h, . De plus on a trivialement [}u.[|\g_- lu||£ ot



-

Jull = || ,, donc ces 4 normes sont égales, et équivalentes &
llull» Bofin lee @ -normes A%, 3' ,I', se calculent ici grace
au

Théordme 7. Soit H wun espace de Hilbert. H est isomorphe
(avsc sa norme) A un sous-espace d'un espace L 'du type L,ou en-
core (transposition) & un espace guotient d'un espace C du iype
C. '

Cela dquivaut en vertu de §2, K26, prop.3 au

Corollaire 1. L'application identigue ( d'un espace
Hilbort non nul sur lui-méme satisfait & [{CFHaé. 1 {donc A
1§l €2)-

" Pour 1le voir, on peut supposer H de dimension finle. Soit
3 sa sphdre unité, munie de la mesure m invariante par rotation
et de masse totale égale A 1. Si A chaque x€&H, on fait correapon
dre la fonction fx(y) = (x,y) sur 3, on obtient un isomorphisme
métrique de H dans Ll(n), ce qui prouve Il‘f[lls 1.

Conformément & la remarque qui suit 1'énoncé du théordme 4,
le corollaire 1 dquivaut sussi au

|

Corollaire 2. On a
(11) H3 A, )0 3 d'od
(12) 2B, s R

Le corcllaire 1 implique aussi que si B ou P est un es-
pace de Hilbert, on & |jul|TA = IulEr- Il pour toute application
lindaire ccntinue de E dans P. duslité, cela donne |iu||a|- =
= fuler = "“"h'. - On peut énoncer le théordme 7 de bilen d'autres
manidies encore, par exemple la suivante:

Corollajire 3. Une application lindaire continue u d'un es-
pace de Hilbert H dans un espace C du type C a la propriété

de reldvement, et “u“.ﬁ."("' [hafl. Une application linéaire continue
u d'un espace L du type I dans l'sspace de Hilbert H a 1la
propriété de prolongement, et |ulf ;.& |l .

Pour finir, signalons que la détermination des /A\ -applica
tions (applications préintégrales) et des \\//-applications d'un
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espace de Hilbert dans un autre résultera de ce qui précdde, une
fois connu le résultat (qui sera établi au §4, H22) que /A\ est
équivalente & H, donc \\/ équivalente & H'.

§4. Les relations entre les deux groupes de &-normes.
Applications. '

1. Ponctions de type .

Soient N (resp. N) un espace localement compact muni d'une
mesure positive p (resp. ¥ ). Alors Ll(!.a-) @Ll{i‘) = L“‘(r. @) (§2,
K21, th. 3), donc l'espace des formes bilindaires continues sur
Ll(ra.}xz.lur) s'identifie au dual Lw(;a.or) de Ll(r;@\r). la
forme u, définie par f ent fonné par

(1) u (9,V) = Hz(a,t) P(s) Y(t) dp(s) av(t).
Définition 1. Avec les notations précédentes, soit dg¢ plus

® une &-norpe. Une fELwlr.O'f) est dite fonction de type of
ou une « -fonction, si la forme wu, sur L (K)*L7(V) gu'elle d¢-

finit est de type X . Qn not Itrii.sﬁm_mua le o<-porme de f,
la «-porme |lully de u, ‘19 P1%), gy particulser, on dit gue
f o8t intégrale, resp. hilbertienne etc. sf K = A, resp, X =

(2) el = el -
Notons aussi que si _ii‘ désigne la forme pepquilindaire

(3) U (0,Y) -.uf('f.?l - ﬂﬂl.ti 'f(-)-"{:(t)dr-(l) av(s)
on a aussi .l"ﬁrﬂ“- Iutl[“- Hrlx A

S31i H et N sont deux ensembles discrets, on dit qu'une
fonction f sur MXK est de type oK, 8i les conditions de défj
nition 1 sont satisfaites, quand |~ resp. ¥ consiste en la masse
+1 en chaque point de M resp. N, en d'autres termes si [ est
bornée, et la forme bilindaire u, qu'elle définit sur

"g{ﬂ)xg}(l) est de type .
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Proposition 1. Solent M et H deux gspaces localement
compacts, £ wune fonction gontinue et bornde sur MXH, v, la for-

me bilinéaire sur J{,l_(llj x 45 (K) définie par
(4) v (V) = ‘Hr(a t) dpu(s) av(t).

ons;clémna ﬂl(l) et &l{l) comme des gous-espaces de Jt, (M)
resp. J{_-; (l), 8 Ve 1a forme restriction de v, a
1

g {H)xg‘ (B): v ((AL), (1)) = (n,‘n?ﬁ;xlr{u'n)a'l‘n. Alors (pour

toute @-norme o) on & ]}UIII“ - "':f"ﬁ . 81 M £8% une meeure
positive sur M de support ‘M, ' une mesure positive sur N de

support N, u, la restriction de w, A Ll(r&)XLl(wt‘) (donnée par
(1)), on = susei ||l = [l “

(Bn particulier, 11 revient au méme de dire que f est de
type ©o, en tant qu'élément de .Q (MXHE) ou en tant qu'élémen’
e L°°(]-L®¢J)-

Proposition 2. Soient X, F deux espaces de Banach, (11)1£I
une famille d'éléments de B dont 1l'enveloppe disquée fermée est
la boule unité de E, (yJinJ une famille analogue dans P, &
une @—nome u une forme bilindsire continue sur EXF. Soit
£, 1la fonction sur IXJ définje par : o (1,7) = u(x "j} Alors
onn ul = Il

Cela résulte aussit0dt de §2, Nu4, th. T, eritdre b (énoncé
“pour /\ au lieu de /i) et du fait que '® resp, F a'iden-
tifie 2 un quotient métrique de gl(I) Tesp. g_l(J).
‘S0it M un espace localement compact muni d'une mesure
B 20, et soit f€ 1> ( pe ]-_L). Considérons la forme sesquiling
aire continue {;‘I sur le Ll définie par (3). On di que £ est
hermitienne, resp. de type positif, si U, est hermitienne resp.
positive. 3i on ne suppose plus nécessairement donnée une mesure
B sur M, et si f est une fonction continus bornée sur MXH,
on dit que f est de type positif si la forme sesquilinéaire sur

J{,l(HJxJ(,l{H) définie par £ ir{].r.,\r) = Hﬂu,t)d}(n)tﬁ{t). est
positive. On a encore une proposition de conp'ntibilitl-mloguo a
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la proposition 1, dont 1'énoncé est laissé au lecteur. - En vertu-
de §3, Ne2, th. 2, on & la

Proposition 3. Si IGLm(r; @r&.) est de type positif, on
a |igll y = lifll (voir définition 1). Si f est un élément hermi-

tien de Lm{rt ®p), alore f esh Li.bertienne si et seulement
81 elle est différence de deux fonctions G.Lw(rk ® @) de  type
positif, Donc une f E.L‘b(f.:._a p) guelcongue est hilbertienne si
et seulement 81 elle est combinaison lindaire de fonctions
eLw(},.@},L) de type positif.

2. Le théordme fondamental et ses variantes.

. Théordmoe 1 (théordme fondamental de la théorie métrique des
produits tensoriels). Soit H un espace de Hilbert. L'application

identigque (p de H sur lui-méme est réintégrale, et

(1) - ILPII/A\ &nhn

ob h est une constante upjverselle. La meilleure valeur possible
de h (égale A I'PI/A\ guand H est de dimension infinie) _sa-
iisfait A

T/2 £ h &' sh /2 (théorie réelle)

(2)
/2 4 h &2 8h (théorte complexe).

(sh x dé=igne la fonction (e - )/2).

Explicitant la notion d'application pn‘int&gra}: (voir §2,
N84, th. 7), on trouve les énoncés équivalents suivants:
Corollaire 1. Upe catjon u: L —> H (resp.:
vi H—) C) est M droite (resp. préintégrale gauche)
st on a
(3) lall & B Il (eoope v,y & nivD)

Corollaire 2. Les applications composées L g - c,
B2 ¢ 1,c-% 1 -T» E gopt intégrales, ot on s

4 brul, & alvi Il

Les deux dernidres mpplications sont d'ailleurs méme nuclé-




aires, en vertu de §2, K21, th.2, corollaire.
Bn vertu de la remarque qui suit 1'énoncé de §3, H25, th.4,
le théordme 1 dquivaut ausai au

(5) /A\ & b B.
Par dualité, cette formule équivaut d'ailleurs A
(6) E' &b \V/.

Comparant avec §3, K2l, formule (2) on voit donc que /A\
est équivalente A H, donc \// équivalente A H'. En d'autres

termes:

Corollaire 1. I1 y a identité entre formes (ou applicati-
ona) préintégrales et hilbertiennes, et on a

(7) bl g € allp € » Il -
En particulier:

Corollaire 2. Sur le produit de deux espaces L, et I..2
du type L, les formes intégrales et les formes hilbertiennes sont

les mémes, et on a |]u||1$ llullh & n | g o dlautrec termes,il
Yy a identité entre fonctions f & Iam(rl- @ V) intégrales et hilber-
tiennes (N% 1, définition 1), 1.e. (s} ]-l- = \") les fonctions
qui sont combinaisons linéaires de fonctions G.Lm(l-a- @p) de ity
pe positif.

Pour une forme bilinéaire u sur un produit C,XC, (C, et
C, du type g) on a- Iiull\v/ = |l (§2, H24, th.6, cor. 1), d'od
en vertu de (6) |l n,.{, h jul| . On peut donc appliquer §3, He 3,
th.3, corol.3,4,5, on trouve en partichlier:

Théordme 3. Soit C = C,(M), soit u une forme hermitienne

continue s__u:"cxc. alors il existe une mesure Eositiée MK sur X,
de norme £ hljuf, telle que u & Vi s od vr_(t,g) = SIE ap .

(on montre que h est encore la meilleure constante dans
cet énoncé, qui n'est qu'un transformé du théordme 1 par polarité).

Conjuguant (6) avec la formule gsgg_' (§3, N2 4, prop. 3)
on trouve le
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Corollaire 1. On & une indgalité

(8) E&X\/ (ou encore /A &XH')
od 14xégh 42807 .

En d'autres termes, une forme ou application qui a la pro
priété de prolongement-reldvement est hilbertienne, et ||| g <
$ x [ully/- Booncé équivalent: -

Corollaire 2. Toute application lindaire continue C —> L
(C du type g, L du type L) est de norme hilbertienne Sklul,
i.e. se factorise en c—> E-D L, od H g¢8% un espace de
Hilbert et |v| |lv]l & k|full. (La constante k est celle du corol-
laire 1).

(On peut d'ailleurs expliciter encore v et w en appli-
quant directement §3, Ne3, th.3, cor.4).
La conjonction des formules (5) et (8) donne le

Corollaire 3. On & une inégalité
(9) /N &8N/ (b 164& & nk 280’7,

En d'autres termes, toute application linéaire continue u: C —> L
(C dutype C, L du type L) est préintégrale, et [l €
£ £|lul|. Donc des spplicationscomposdes L —» C ——» I —2»C
et C-2» L —» ¢ —%» I sont intégrales, et on a Ibevall, &
&L imlliv LIl

(En fait, la deuxidme mpplication est ‘méme nucléaire,
comme on voit en factorisant u en C —> H —> L (corollaire
2) et en notant que H —> C —> 1L es8t nucléaire_(th.l,cor.2)).

Bn vertu des formules

Py la ) v W
01®02 - Clecz, I‘1®L2 - L1®L2
(§2, Re4, th.6), on obtient, compte tenu du théordme 2
FSagms
(10) 01902 = Cl 02
v g‘
(11) L,®L, =L, OL, .

En particulier, dans le cas ¢, = C,, conjuguant (10) avec
§3, Ke2, cor. 2, on trouve le
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Théoréma 4..80it M un espace localement compact. Alors
c, (M) @C (M) s8'identifie A l'espace des combinaisons linéaires
g_g fonctioml IGCO(HXH) de type positif.

De méme, la formule (11) permet, compte tenu de §3, N93,th.
3, cor. 5 de donner une 1nter rétation de L (,4}@1, (¥), en sup-
posant connu 1'espace L (P.) L] L ().

Signalons que chacun des résultats précédents était équiva
lent au théordme 1 (en y faisant abstraction, le cas échéant, de
la valeur de la constante h). Au N® 4 nous verrons encore diver-
ses conséquences moins fortes. Notons seulement ici que comme on
a, /B'\ & /A\, la formule (5) implique /H'\ & h H: c'est le thé-
ordme 4 de § 3, E? 4, sauf qu'on n'obtient pas ici la valeur de
la meilleure constante cr de ce théordme. On aura A priori O£ h;
comme on & vu que @ = —. cela prouve h 2 %‘- (premidre des ind

galités (1)). £

3. Démonstration du théordme fondamental.

Pour fixer les idées, on se placera dans la théorie "réel-
le". Soit h ~ 1la norme préintégrale de l'application identique
de l'espace de Hilbert H de dimension n sur lui-méme. I1 faut
prouver que h = lim, hn £ +00, et la limite en question sera 1la
meilleure constante dans le théoréme 1. b~ est. aussi la norme
préintégrale de la forme wu(x,y) = (x,y) sur HXH, donc (N2 1,
prop.2 et formule (2)) h, est ls norme intégrale de la fonction
(x,y) = cos ©(x,y) suyr S x8, oh S désigne la sphdre unité de
H, et B(x,y) 1'angle compris entre 0 et T de deux vecteurs
unitaires x,y. Pour faire le calcul, reprencns la démonstration
du §3, Ne5, th.4. Nous y avons introduit de fagon naturelle une
fonction t. sur le groupe orthogonal G de H, par

(1) fo(.) ~ sgn (p.a,a)

(a, point fixé de 8), fonction qui ne ddpend que de »5.a et psut
donc aussi 8tre regardée comme une fonction de norme 1 sur la 8-
phdre unité S. (On avait wvu que

(2) P & (j‘?)!oﬂo & F e, obonpose @(s)=(s.a,a).
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Calculons 2 xf . On voit aussitOt que T =1, d0d

(3) Kt L Eo*fo{t} - IG fo('n) IO(.-lt) d.(') .
- ,f sgn(s.a,a) sgn(t.a,s.a) dm(s) = I-gn{a,x) sgn(y,x) dm'(x).
G . 8

od x =s8.8, y=t.a, m' désignant la mesure sur 5 image de la
mesure de G par l'application 8 —» s8.a. L'intégrande dans le
_dernier membre ne dépend que de la projection de la demi-droite
Ox sur le plan E défini par a,y, qu'on peut prendre pour plan
coordonnées. On en conclut que l'intégrale est é’ga.l'e A

hy g
% _[sgsn(s.x)-an(y.x)dx = %fo sgn.cos A sgn:cou(i\-9)d?£

-~

od on pose ©= O(a,y), 31 étant la circonférence unité du plan

E. On trouve aussitd0t pour 1'intégrale du dernier membre la va-
™

leur 3 -8, darod

(4) tof, =t ot = 2T -6 od ©O(s) = 6(s.a,a).

Or, de fagon générale, si f,g € Lm(n), considérons la
fonction Ent{t-luJ sur GXQ@, c'est la moyenne sous G, dans
1°°(6 xG) faible, des translatées de la fonction f®Z(s,t) =
= f£(8) g(t), donc elle est intégrale (définition 1) et de norme
intégrale - < ||l I8l Bn particulier, 2 f (t71s) =
= %(-;:- B(s.a,t.a)) est de norme intégrale £1. De plus elle
eat de type positif. Comme elle ne dépend que des clpsses 5.a et
t.a de B et ¢t, on peut énoncer le résultat dquivalent:

Proposition 4. Soit S 1la sphdre unité d'un espace de Hil-
bert H. Considérons la fonction

(5) Pplxsy) = 23 - 0(x,y)

sur Sx8, O(x,y) étant l'angle (compris entre 0 et ‘%‘) des
vecteurs unitaires x,y. Alors "Po est intégrale et de type po-
sitif, et on a

(6) I Qgll= 1.

(Il n'est d'ailleurs plus nécessaire maintenant de supposer
H de dimension finie). On a vu en effet que ﬂ?onh & 1, mais on
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a aussi “LPOIih; ||L?o|[m = 1, d'od 1'égalité dans (6). De (5) on
tire ’

Co
(T) (x,y)-:coaa(x,y) = gqn.'irgPo - kzl(_l)ki'l ill__(:g ‘Po)k-

D'autre part, on vérifie sans peine que le produ.:l.t de deux foncti
ons intégrales f,g sur un produit MXN est intégrale, et

“fEHh 4 ll:fu,\i[d|A (en d'autres termes 1'espaces des fonctions in-
tégrales sur MXN forme une algdbre normée compldte sous la mul
tiplication ordinaire). De ceci et de (7) on conclut que la norme

intdgrale de la fonction (x,y) est
oD

o0
LT k 1Mk P
<2 HEIRI = X F@" - T s

Comme nous l'avions dit au début, cela prouve h & sh 1-25, et achd-
ve la démonstration du théordme fondamental. Signalons aussi que
dans le cas ol H est de dimension finie, les formules (4), (5),
(7) permettent d'exprimer la fonction (x,y) sur 8XS canonigue-
mont & 1l'aide d'une mesure de norme sh -g sur BXB, od B dési-
gne la boule unité de 1 (m').
On a obtenu en passant, compte tenu de (2), (4) et de 1la

définition (5), la relation intéressante en elle-méme

(8) 0 & (x,3) & 39 (x,3)

i.e. le premier membre de (7) est majoré, pour <& , par le promi
er terme de son développement en série. (Rappelons d'ailleurs que
ce résultat contient précisément le th.4 de §3, He 5).

4, Conséguences d;v.arsu %‘1_; théorie des opérations 1li-
néaires. _

a. Détermination des Eglicationa linéaires continues en-
ire espaces (¢, L, H.

. Elle est ramende th‘oriqnanont A ia détermination des opé-
rations linéaires continues entre espaces de Hilbert (qu'on est
en droit de supposer connuel). En effet, des théordmes classiques
permettent de déterminer concrdtement les applications E —» C et
(de fagon transposde) L —> E' d'un espace de Banach quelcon-
que E dans um espace C (M) ou 1, et d'un espace 1! dans
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un dual d'un espace de Banach (11). D'autre part, les applications
C—> H et H—> 1L se ramdnent aux applications 1.2 —> H et
— 1° grAce au §3, N95, th.4, cor.4 et 5. Les applications
C—> 1 se factorisent en C —> H —>» L (N22, th.3, corol-
laire), et d'aprds ce qui précdde C —> H et H —> L se ramd
nent & des applications linéaires entre espaces de Hilbert.

" De plus, comme signalé & la fin de §2, N96, on sait mainte
nant déterminer explicitement les diverses classes "naturelles”
d'applications linéaires entre deux espaces dont chacun est du ty
pe C ou L ou H, on trouve au plus deux ou trois classes dif-
férentes (suivant les cas). Les applications de chaque classe se
concrétisent encore aisément de fagon bien explicite.

b. Amélioration des opérateurs par composition.

Pour la commodité du lecteur, nous allons regrouper ici
dana un tableau récapitulatif les résultats obtenus dans ce sens.
Pour simplifier, dans une méme séquence, telle H — ¢ — H,
la m8me lettre peut désigner deux espaces différents (du type in-

diqué par la lettre). Par ailleurs, la signification du tableau

eat claire.

(1) H—>C—H, H—>L-4 Hilbert-Schmidt (§3,H%26,th.
6,cor.l)
H—> C—HE— C, (—H— C—H

H—>C—H—~» L, C>H—> I—>H

(2) H—> L—> B—> C, 1> H—>C—> H nucléaires (§3,H26,th.6)
H—> I~ H— L, I*E—) I~ H
L—> H— C intégral
G)lg—>c—> 1 nucléaire (Ne2,th.1,cor.)
c— L-—> 1§ nucldaire
13
L—>C—»L—»C intégral
(4) (N22, th.3,c0r.3)
C—L—C—L nucléaire

On voit ainsi qu'en composant 4 (resp.5) opérateurs linéaj
res entre espaces du type (C, L, E dont deux consdcutifs applrf:_;_
ennent A des types différents, on obtient toujours une applicati-
on intégrale (resp. nucléaire). En composant dans les mbmes cond}

tions un nombre plus dlevé d'opérateurs, on obtient donc des “"opé
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rateurs, on obtient donc des "opérateurs de puissance p.dme som-
mable®, avec p (0 £ p £1) d'autant plus petit qu'on aura compo-
sé plus d'opérateurs ([4), Chap. 2, §1, N¢l et N93).

c. Caractérisations vectorielles-topologiques de 1l'espace
de Hilbert.

Proposition 5. Soit E un espace de Banach, P l'applica-

tion identique de E sur E. Les conditions suivantes sont &gui-

valentes:

a. La norme de E est dquivalente é une norme hilbertien-

ne.
b. Q eat hilbertienne.
C. t? est préintégrale.

*d. H est isomorphe & la fois & un guotient d'un espace du

type C et A un sous-espace d'un espace du type L.

En effet, a. dquivaut A b. trivialement, b. équivaut & ¢
en vertu de th.2, cor. 1, a implique d en vertu de §3, N2 6, th.7,
enfin d implique b en vertu de th.3, corollaire 2. - Il semble
que les critdres de la proposition 5 soient les premidres caractd
risations vectorielles-topologiques (et non métriques) connues
pour l'espace de Hilbert. Signalons qu'il y a une variante métri-
que évidente pour 1'équivalence de a et b; il serait inféressant
de prouver de méme la variante métrique de 1l'équivalence entre a
et d (un Banach qui est métriquement isomorphe & un quotient d'un
espace du type C et & un sous-espace d'un espace du type L,est
il un espace de Hilbert?)

d. Le théordme de Littlewood.

Lo théordme 1, corollaire 1 prouve en particulier que 1l'ap
plication d'inclusion j!z-—-b §, st préintégrale gauche, et
l'application d'inclusion g-l > _2_2 (transposée de la précé-
dente) est préintégrale droite. lLa C'-norme (resp. la L'-norme)
de cette application est &£h; en fait, une méthode directe tout
A fait différente, qui se trouve implicitement dans Littlewood (8],
montre que cette norme est exactement {2. L'énoncé obtenu peut
o'énoncer d'ailleurs de bien d'autres manidres équivalentes, par
exemple:



Théordme 5 [Littlewood)(lz}. Soit L un espace du type I.

on s . .
(5) erc¥i®s

t l'application d'inclusion est de norme .E-J_é\. A fortiori, tou-

(]

o

te suite sommable dans L a une suite de normes gui est de carré

sommable. %
(Se rappeler l'interprétation de gl @ E donnde au § 2,
fin du N? 1). Dualement, cet énoncé éguivaut au

Corollaire 1. Soit C un espace du type C. On
2 V. ~
(6) °®cce @
et l'application d'inclusion est de norme .QJ-E\.

Signalons que dans.l'énoncé du théordme 5, J2' est 1a
meilleure constante possible, m8me pour majorer la norme de l'ap-
plication d'inclusion gléla . 2,2. - Comme 22 -_— c eat

L > =0
préintégrale gauche, sa composde avec l'application d'inclusion
gl — g_z est intégrale. Cela peut d'ailleurs se voir aussi
directement de fagon bien élémentaire, on trouve méme:

a

Corollaire 2. L'application d'inclusion de 21 dans -
est intégrale, et de norme intégrale 1.

(voir (7], N2 3 pour la démonstration et diverses formula
tion équivalentes intéressantes).

Du théordme 5, on déduit par exemple trds simplement la gé
néralisation suivante d'un théordme classique de Littlewood:

Proposition 6. Soit G un groupe abdlien disc¥bt, £ wune
fonctign sur G telle gue le produit de f par toute fonction
sur G ne prenant gue les wvaleurs +1 et -1 8Q9it combinaison
lindaire de fonctions de iype positif. (i.,e. transformée de Pou-
rier d'une mesure sur le groupe dual @ . Alors f est de carrd
sommable.

On montre en effet par un raisonnement bien standard d'A-
nalyse FPonctionnelle que la famille des f(s).s, considérées com-
me fonctions gur 5, est sommable dans Ll(f:i). Donc la famille
des normes, qui est (|f(s)|), est de carré sommable en vertu du
théordme 5.
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e, Compléments sur les fonctions intégrales.

Solent M et N deux espaces localement compacts, munis
' de mesures positivea }- resp. ¥ . Soient 1.£p,q £ +00, On vé-
rifie que Lp(,}.) @qufj peut se réaliaer de fagon naturelle
comme scus-—espace de l'espace des fonctions localement }taf—som
mablee sur MXN. Si donc seLp{]&)®Lq(\f}, et 81 f est une
classe de fonctions mesurables sur M XN, fg est une classe de

fonctions mesurables sur MXN.

Proposition 7. '30;.:5 les conditions précédentes, 8i 1< q<+00,
et 8i f est une fonction 1ntégrs.le sur MXN (Rel, définition 1),
alors (}-l-) B13(v) est stable sous multiplication par f. Ré-
ciproquement, si la fonction mesurable f sur MXRKR est telle
que Lz(}{.) 6L2(¢) 98t algagle gous multiplication par f,alors
f est intégrale.

La partie directe résulte facilement du fait que f est 1i
mite faible dans . L°°[|.L® ¢) de combinaisons linéaires convexes
de fonctions g®h (g et h dans la boule unité de L°°(m)
Tesp. 1 (¥)). Si réciproquement 1-2(]-&) 631.2( V') est stable
sous multiplication par f, cette opération de multiplication dans
cet espace est continue (th. du graphe fermé). Utilisant §3, N23,
th.3, cor. 6, on en conclut Iacilement que f définit une forme
lindaire continue sur- e (r\) B (V), donc que f est du type
H. Or on sait que cela implique méme que I est intégrale (th.2,

cor.2).

5. Applications & 1'5.9&;. yse Harmonigue.

(Dans tout ce N¥, on se place dans la théorie avec coéffi-
ciente caupiexu). '

Soit A une algdbre involutive, ¢ une forme lindaire
sur A, on désigne par 'u.? la forme sesquilindaire sur AXA dé-
finie par _
(1) ‘ u,F(x.y) = ‘{J(y*x)-

* »* * *
On a uw = (u?) (o lP est défini par ¢ (x) = Px ), et ol
w"(x,y) = u(7,%)). Par définition, la forme { est dite positive,
81 elle est hermitienne et si u,{, est positive. 8i on suppose
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maintenat que A est une algdbre normée compldte involutive, et

que la forme t? est positive et continue, alors u gera  une
forme sesquilindaire positive continue, donc hilbertienne (§3, K¢
2, th.é). Donc u sera encore hilbertienne si t{ est une com-

binaison lindaire de formes linéaires positivee continues sur A.
En particulier, supposons que A soit une C*—algébra, alors il
est connu que toute forme linéaire continue sur A est combinai-
son linéaire de formes positives (d'ailleurs automatiquement con-

tinues) (13). Donec alors u? est hilbertienne pour toutaifEA'.
En fait, 11 n'est pas difficile de prouver qu'on a méme
(2) “u?"..li = I“‘P" - “LPl'

Soit A une x-algdbre normée compldte, il est bien connu
{Gelfand) que si pour tout x€A, on pose ©(x) = Sup |U_|l, 1e

Sup étant pris pour toutes les représentations unitaires U de A,
§ est une semi-norme sur A compatible avec la structure d'algd
bre involutive, plus petite que la norme donnée sur A, et 1l'algd
bre involutive complétée A.? est une C*-algdbre, qu'on pourra
appeler la C —alghbre enveloppante de ‘A. On & une x-représenta-
tion canonique (de norme £1) de A dans la C*-algdbre Ag(qui

est "universelle™ dans un sens évident), 1l'image de A dans Ao
est dense. Donc l'application transposée est une application liné
aire biunivoque de norme <£1 de A} dans A', qui permet donc

_ $
d'écrire AL C A'. Les éléments de A} sont des combinaisons 1i
néaires de formes positives "unitaires et bornées® sur A (14),ot

81 on suppose 12 dense dans A, c'est la une caractérisation du

sous-espace Al de A'. b'oﬁ une norme naturelle sur l'espace
des combinaisons linéaires de formes positives unitaires et bor-
-nées sur A (savoir la norme. du dusl de A ), gqu'on notera

llugll . Avec cetts convention, il est m&dint d'aprds (2) que 1'
indgalité "u‘f'”ﬁ < vl g fera valable pour toute '{J comme ci-
dessus,

Dans le cas ol A est l'algdbre de composition 5 (@) sur
un groupe localement compact unimodulaire G, les formes positi-
ves sur A sont automatiquement continues, unitaires et bornées,
et celles s'identifient aux fonctions contfgggg de type positif
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sur G. Ce qui précdde définit donc une norme raturelle sur 1'es—
pace des combinaisons lindaires de fonctions continues de type po
sitif sur G, norme notée encore |||l .. D'ailleurs, si ¢ est

un élément du dual L°°(G) de ths), la forme aasqullinéaira up
sur L]‘XI. est définie par la fonction l{){t a) de L™(Gxa)
par la formule usuelle:

(3) u?(r.sJ =(BrL, Q) = Hr(s)g{t)tf(t )ds at.

On désignera donc encore par 'ut{, la fonction u_(8s,t) -tP(t
sur GXG. On voit donc que si © est combinaison linéaire de
fonctions continues de type powitif, alors la fonction U sur
GXG est hilbertienne (N2 1, définition 1) et || u.f,ilﬁ £ Il‘pll B
Réciproquement, si u est hilbertienne et hermitiemne, alors
11 existe une f dans L1°° (@3 X0) telle que -f &K U & 1 et
ifﬂ Hu f (§3, W22, th.2). L'encemble des f qui satisfont
A ces propri tés est d'ailleurs une partie convexe faiblement com
pacte de 1% (¢ X @), invariante sous les translations par le grou
pe diagonal @: ‘C‘f(r,t) - f(a-]‘r,s-lt). 31(;%(;1‘5 on suppose que
le groupe G admet une "moyenn~ invariante®

ce convexe trouver une f invariante sous G, donc de la forme
uy , avec YELM{G). On aura alors =Y <& Y << ¥ et
vl < llugll y+ ¥ sera de type positif, et on voit alors aus-
8itbt que P sera différence Ce deux fonctions € L™ (G) de ty-
pe positif, et de fagons plus précise qu'on auras || i4{. ]tu?lh_.
On a donc obtenu (indépendamment des résultats des Kes antérieurs
de ce §4) la

Proposition B. Soit G un groupe localement compact unimo-
dulaire, \?G.LM(GJ 81 Y est combinaison lindaire de fonctions
continues de type positif, alors la fonction u/(s,t)= ({)(t a)
sur GX G est hilbertienpe, et Hukf,”n < ”‘?”B_. La réciprogue
o8t vraie 81 on admet que O admet une "moyenne invariante®, _en
particulisr 84 G est compact, ou sbélien, ou admet une suite de
composjtion formée de tels groupes. Dans ce cas, si @ est hermi-
tiepne  (Q(s) = "p(a7I]) on sure méme |l = Pl g

, on pourra dans
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En transformant par dualité, on obtient une caractérisation
des éléments de la C*-algébm enveloppante da Ll(G):

Corollaire 1. L'application linéaire de I.l{G) ®LL{G) dans
1}(G) définte par l'application bilindaire (f,g) —> g«f, se

prolonge par continuité en une application linéaire de norme £1

Lot 5 1
de L (G)®L(6) dans la C -algdbre enveloppante de L™. 81 @

admet une "moyenne invariante®™, c'est m8me 13 un homomorphisme

sur (qui induit un homomorphisme métrique pour les sous-espaces

hermitienn).

Ce corollaire s'interprate de fagon particulidrement con-
crdte (laissée au lecteur) quand G est discret. Rappelons d'ail
leurs que quand G est abélien, la C*~alg&bre enveloppante de
Ll{G) n'est autre que l'espace "transformé de Fourier" de 00(5}
(od 5 est le groupe dual de G), qui s'interprdte par exemple I
cc:mme un espace de distributions sur @ (16).

Ces énoncés se transforment de fagon remarquable, si on ti
ent compte maintenant du th.2 (K22). Ainsi, sous les conditions
indiquées, une fonction l{)ELm(G) est combinaison linéaire de
fonctions continues de type positif si et seulement si la foncti-
on LP(t“la) gur GXG est intégrale; alors sa norme intégrale
est £ hIiLP" , o8 h est la constante du N22 (qui est ici incg
re la meilleure possible, car on voit que l'dénoncé présent est en
fait équivalent au théordme fondamental du K82). D'ailleurs, si
G est abélien, les fonctionsenvisagées sont (d'aprds le classi-
que théordme de Bochner-Godement) les transformées de Fourier des
mesures bornées sur le groupe dual . S8i P est transformée de

M, ona lf(t-ln) - Iﬁ O(t-ll) d }L{;) - [G 8(s) md’.c(i},

d'od ug = J 8®8 dp(s), d'od auseitdt 1'inégalité
G

(4) luglin &l

sl Ug est transformée de Pourier de la mesure bornde P‘ .0n en
conclut que si on suppose l? hermitienne, ‘on a méme

(5) gy = logll g = Ul g = Upell
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De méme le corollaire 1 est encore valable si on y rempla-

ce LI%I} par l'espace plus sympathique Llé Ll, en vertu de
K22, formule (11).

Enfin, nous obtenons une dernidre formulation équivalente
intéressante du théordme fondamental:

Corollaire 2. Soit G un groupe compact, u une forme bi-
linéaire continue sur C(G)XC(G) invariante par translations
gauchesa: u(f,g) = “{raf'tas} pour tout f et g &C(G) et tout

néaire continue v sur L {0))(132(0), de norwe £ hijull.

—_—

Soient en effet f et g deux éléments de C(G), on a
u(f,g) = <ué‘r, >, (on pose g(s) = s(a_l} od uy e eat regardé
comme un élément de C(G @C(G). Or on a lﬁifﬂﬂ < ]IJ‘.||2 [|gl|2 com
me il est bien connu (a7 , donc d'aprds ce qu'on a dit

Iué*rﬂh < hl&'nrllﬁ_ r h||r112ug[]2 On en conclut |u(f,g)| &

<nitlylelyhl, c.q.1.4.

J'ignore si dans la proposition 8, deuxidme partie, la res
triction sur G e8t nécessaire., De méme, 1l est peut-8tre inuti-
le de supposer { hermitienne dans la formule l“\" _lﬁl_l- U'-Pl H*

6. Quelgues guestions ouyertes.
Citons d'abord, pour mémoire, la plus importante de toutes:

1. Probldme d'approximation: tout espace de Banach est-il
accessible, ou méme mdtriquement accesible? Cela semble improbable.
Yoir pour des détails sur cetto question et ses variantes les no-
tes (2) ot ) aines que (4], Chap.1, §5.

2. Belations entre ®-normes naturelles. Rappelons qu'on
ignore s1 ¢ o8t dominée par C' (ou ce qui revient au méme, L
dominée par L'), voir §2, N26.

3. u-;;;o.uru copstagtes. Pour exprimer les relationa entre
les @ -normees naturelles, nous avons introduit 5 constantes: ¢
(§3, He4), o153, He5), bk, £ (§4, He2). Seule la valeur G = 3
est connue, pour les auires constantes on n'a qua des inégalités.
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D'ailleurs sauf _?, aucune de ses constantes ne peut 8tre égale
& 1. Il n'est d'ailleurs par certains que ces constantes soient
les mémes dans la "théorie rdelle™ et la "théorie complexe™.

4, Propriétée algébrico-topologiques des c*-algébrea.Soit
A une C*-algbbre. Le thdordme 3 du N22 suggdre la conjecture su
ivante: Soit u une forme sesquilinéaire continue sur AXA,peut

on trouver une forme positive L{J au: A telle que u & u,f (o
on pose, comme au n5, u?(x,y) = LP(y x))? S'il on était toujours
ainsi, on pourrait trouver une constante universelle A (peut on
" prendre méme A = h?) telle que 1l'on puisse choisir cette Y de
norme & Alll. I1 suffirait de prouver alors 1'énoncé sous cet-
te forme pour le cas ot A est du type L(H), H étant un espace
de Hilbert de dimension finie. Cette conjecture peut s'énoncer de

diverses autres fagons équivalentes dignes d'intérdt. Signalons
qu'elle impliquerait que toute forme bilinéaire continue sur le
produit de deux C*-&lgbbrea o8t hilbertienne. Quand 1l'une des
deux C*—alghbrea eat prise égale A Sy On obtient facilement 1la
consdquence suivante: toute suite sommable dans le dual A' d'une
C'-algébre e une suite de normes qui est de carré sommable. Cela
permettrait par exemple de prouver la proposition 6 du N4 sans
supposer le groups G abélien.

5. Réciprogues diverses. On a vu un grand nombre de propri
étés bien spéciales pour les espaces (, I, ﬁ,a,I. On psut =se
poser la question si elles sont caractéristiques dans une certai-
ne mesure, par exemple: Si un espace de Banach E est tel que
&1 é B ng é E, 1'application identique de E sur lui-méme est-
elle de type L? (Comparer N2 5, th.5). Un résultat trds particu-
1ier de ce genre, mais de nature métrigue, est donné-dans [6). On
peut ausei remarquer que les propriétés auxquelles il est fait al
lusion ci-dessus peuvent aussi a'exprimer comme des propriétés
pour des applications du type correspondant C, L, H,A, . On
peut se demander pour chacune si elle implique déji que Fapplicg
tion linéaire en question est d'un type ¢ etc. déterminé. De
telles questions se posent de fagon impérative quand on veut par
exomple résoudre la question suivante.
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6. Comparaison de E @E‘ et E 5?. Il est bien probable
que 81 ces deux espaces sont identiques, E ou F est de dimen~
sion finie. Des résultats partiels dans ce sens sont donnés dans
[7]. Une question plus fine, posde par la théorie des espaces nu-
cléaires (voir (4], question non résolue 3 -~ aprds le Chap.2-),
est la suivante: Déterminer un entier n>0 tel que, 81 on a deux
séquences d'opérateurs linéaires continus entre espaces de Banach:
El ——d EZ —F s En —_—> En+l et Fl e P2 - ...Fn _,Fn‘-l'
telles que l'application correspondante IEi @Fi — Ei+1® ?14-1
80oit continue quand le premier espace est muni de I“Iv et le
deuxidme de |u|, (i=1,...,n), alors le composé de 1'une au moins
- de ces Béquences est intégral.

Alors que les résultats de ce travail, en dernidre Analyse,
concernent plitdt les espaces C, L, H que lea espaces de Banach
les plus généraﬁx, la solution des questions 1,2,5,6 apportercit
des progrds décisifs dans la connaissance de la structure vectori
elle-métrique fine des espaces de Banach généraux. Jusqu'd pré-
sent, l'unique résultat de ce genre est un théordme de Dvoretzky-
Rogers, et ses conséquences les plus immédiates [3],(7].
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Les notions et résultats de ce H® sont dfis & Schatten
[20). Ils avaient été retrouvés indépendamment par 1'au-
ter, (10] est la premidre étude systématique des produits
tensoriels d'espaces de Banach.

Mais la question de savoir si |juf|, = [u|, offre aéja
des difficultés ea:_anitiellea, et sa solution par 1l'affir
mative dans le cas général équivaudrait au fait que tout
espace de Banach E est métriquement accessible ([4],§5)
d'od résulterait donc l['ul[ = [1.1[.< pour tout o, dans

tous les cas.
of

la quentioﬂri est 1160 3 la suivante: Soit EBF 1le quoti
ent de EQ@F envisagd au début de ce H2; on a une appli
cagion linéaire canonique de norme <1 de E®F dans
E @P". est-ce méme un isomorphisme métrique? Je l'ignore
méme si oK -./\, i.e. j'ignore si une application nuclé-
aire a méme norme nucléaire que sa transposée. La théorie
se simplifierait beaucoup (grfice en particulier au N2 4 ,
th. 4, cor. 2) si on savait qu'on a toujours N o (0)= ﬂuII
i.e. que l'application canonique E Qﬁ? — B¢ (E' F') eat
un homomorphisme métrique. Il suffirait d'ailleurs d'éta-
blir ce résultat pour ® = A, Cela aurait de nombreuses
consdquencen. Par exemple, tout espace de Banach Htces-
sible serait déjA métriquement acceasible.

Voir (6] pour plus de détails.

Il revient au m8me de dire que le polaire F° de P est
facteur direct dans E', Celtte condition est d'ailleurs

suffisante dans la plupart des question ol d'habitude on
exige l'existence d'un supplémentaire de F. Elle est par
exemple vérifide chaque fois que F est un espace co(n)
(voir §2; Ne& 2), tandis qu'il se peut fort bien que co(n)

"ne so0it pas facteur direct dans XK. (Ainsi, si C (H) est

de dimension 1ntinie et séparable, il n'est pas ractour
direct dans son bidunl).
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(6) -—- On appelle semi-norme préhilbertienne sur un espace vecto

riel E, une semi-norme du type (u(x,x))lfz, ol u est
une forme hermitienne positive sur EXE.

(7) --- L'introduction de 1l'espace f, commode dans toutes les
question d'antilindairitd, est due, sauf erreur, & J. Dix
mier.

(7 bis)-I1 ne £gut pas croire cépendant que tout élément hermitien
de EQ®E, tel que la forme hermitienne sur E'XE' qu'il
définit soit hilbertienne, soit dans E é&ﬁ. Cela est déja
faux dans le cas o E est du type (, par exemple l'es-
pace 30; ] Ee caa;\fFus verrons d'ailleurs - §4, N2 2 -
qu’on a E®E = E®E, et les H-formes sur E'XE' sont
identiques aux formes intégrales. Cela montre donc en mé-
me temps qu'une application linéaire intégrale et compac-

te peut ne pas 8tre nucléaire.

(8) =-- On va pour fixer les idées nous placer dans la théorie A
scalaires réels. Le résultat (th. 4) sera encore valable
dans la théorie A scalaires complexes, par une variante
facile de la démonstration donnée ici.

(8 bis)-Une théorie de la dualité pour les opérateurs dans l'espa
ce de Hilbert, englobant les résultats de Schatten,peut
se déduire par exemple bien simplement de la formule sui-
vante:

> 9, luv) . & Zip,(w) ,(v)

(ol u et v ébnt deux opérateurs compacts). Cette for-
mule, sans doute bien connue, Be démontre simplement par
1'é1égante méthode de convexité de H. Weyl.[11] . L'ex-
ploitation systématique de 1'idée de Weyl a fait 1l'objet
d'un séminaire A 1'Université de Sao Paulo en 1954 (non
rédigé). Sa méthode, convenablement adaptée, peut servir
~aussi pour les traces sur des algdbres involutives géné-
ralés, voir le séminaire Bourbaki Décembre 1954.
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(9) =-- On montre gque.réciproquement toute "gauge-function® est
du type HK. Cela montre en particulier qu'il existe une
infinité continue de @ -normes non dquivalentes.

(10) —-- En fait, on prouve que, sauf le cas ol K, est équiva-
.lente 2 la norme S_gp [gil, i.e. Jufl, équivalente &
la norme usuelle des opérateurs sur L(Hl;Hz). les & -
applications d'un Hilbert dans un autre sont compactes,
et que |ully = K ( 9,(u)), od pour une suite positive
quelconque ( gi), on pose H“.(( gi})-'
-nl_j&mbll“(gl,...,gn,o,o....). (Mais bien entendu; cela ne
prouve pas que u 8o0it & -nucléaire, bien qu'il en soit
ainsi dans les cas usuels, notamment dans le cas des p-
normes classiques). '

(10 bis)-Rappelons (§1, N26) que dans le cas o f est réelle,
-Hf”x n'est pas la méme suivant qu'on se place dans 1la
théorie & scalaires réelles, ou complexes,

(11) === I1 s'egit notamment du théordme de Dunford-Pettis, vala-
ble par exemple si E ou I.l est séparable. Remarquons
qu'on n'a pas d'énoncé simple correspondant pour les ap-
plications linéaires continues d'un espace 1.1 dans un
espace de Banach quelconque. DéjA 1l'application identi-
que de Ll sur lui-méme ne peut s'obtenir (si la mesure
} n'est discréte) par une application mesurable de UM

dans Ll.

(12) -—- A la terminologie prds, ce théorme figure dans [8)] pour
L t_,g_l. Faute d'une terminologie suggestive, Littlewood
ne semble pas s'@tre apergu de la généralité de son résul
tat. Contrairement & son habitude, il ne donne pas non
plus la meilleure constante.

(13) --- Ce résultat a été publié par Takeda, Proc. Japan Acad.
30 (1954), 90-95. Il avait été obtenu A peu prds simulta
nément par l'auteur, avec une démonstration voisine, en,
méme temps que divers résultats connexes.
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-9 -

Pour toutes ces notions, voir Gelfand-Raimark, "Rings
with involution®, ... .

Nous dirons avec J. Dixmier qu'un groupe topologique @
admet une "moyenne invariante™ si, dans le convexe fai-
blement compact formé des formes linéaires positives de
norme 1 sur l'espace d‘%G) des fonctions continues
sur G, existe un élément invariant par translations. A-
lors pour toute représentation s —>» Ua de G par
des opérateurs continus dans un espace localement conve-
xe B, telle qﬁe les roncti_ona (Uax,x') soient con-
tinues pour tout x &R, x'€R', et tout ensemble convexe

' faiblement compact K dans E stable sous 0, existe

(16) —-

(17) -—-

dans K un élément ipvariant sous G.

Ces distributions ne seront pas en général des mesures,
si G n'est pas discret. C'est pourquoi c'est surtout
le cas G discret qui s'interprdte de fagon bien simple.

En fait, d'aprds une formule de d‘co-poaition classique,
toute fonction fxg (f et g dans 12 (@) ont combinai
son lindaire de fonctions du type hah (h GEL (G)) qui
sont continues et de type positif, L'in‘salitd précise
liengll o & |1’”2|Ig||2 est par exemple une conséquence de
la thdorie des algibres unitaires, voir Godement, Théorie
des caractdres, Annals of Math. vol. 59 (1954) p.55, th.3.



