SUR CERTAINES CLASSES DE SUITES DANS LES ESPACES DE
BANACH, ET LE THEOREME DE DVORETZKY-ROGERS.

par Alexandre Grothendieck (S@o Paulo, Paris).

1. Introduction. Notations et rappels sur les produits
tensoriels topologiques.

Un théoréme remarquable de Dvoretzky-&ogers-[_}] affirme
qu'un espace de Banach ol toute suite sommable est absolument som
mable, est forcément de dimension finie. J'ail retrouvé ce résul-
tat par une méthode compldtement différente [5,Chap.2, fin du no.
2]. Ces deux méthodes ont des champs d'application trds  diifé-
rents. Nous allons développer ici quelques résultats intéressants
de nature métrique qui se démontrent & l'aide du lemme fondamen-
tal de [3] , et dont quelques-uns ont été signalée dans [5].h

v Je suppose connue la signification des symboles X et
® introduits dans [4] et son r‘s%‘ [5.1; cependant, dans  ces
travaux, j'emploie encore le signe au lieu de @ (ce dernier
est plus suggestif pour la dualité entre les opérations ® et

, 8t se prdte d'ailleurs mieux A une extension systématique

du formalieme tensoriel-topologique). Pour simplifier, nous consi
dérons uniquement des espaces de Banach, dans toute la suite.

ESF est le complété de E®F (produit tensoriel algébrique or-
dineire de E et F) pour une norme, notée iu|A, telle que le
dual de E®F so0it exactement 1'espace B(E,P) des formes bili-
néaires continues sur EXF, muni de sa norme usuelle.Ill s'ensuit

aisément que pour tout espace de Banach G, il y a correspondance
biunivoque canohiqne. préservant les nomea. nntﬁrel‘lea, entre ap-
plications bilindaires continues de ExP dans @, et applica-
tions linéaires continues de E®F dans G. E®F est 1'adhéren-
ce de E®F dans B(E',F'), quand on interpréte E®@F comme un
espace de formes bilinéaires sur -E'X F'. La norme induite sur
Eé]ﬁ‘l par B(E',F') est notée [ul,, ou |[[u[| (suivant l'ussge
général pour la norme d'une forme bilinéaire). Le dusl de E® F
sera noté B~(E,F), c'est un espace de formes bilinéaires conti-
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Soient Ei,? des espaces de Banach (i=1,2), u, une ap

i

plication linéaire continue de E, dans F,, alors ®u, est

une application linéaire de 31032 dans P1®P2, qui est conti-
-~

nue' pour.les normes & , et aussi pour les normes . Par prolon

gement ‘par continuité, on obtient donc une application linéaire
continue ulau de EIQE dans F OPa, et une application 11
~

néaire continue éu de E &32 dans 1?1@1"2. On a d'ail-

leurs .
by @ u, |1 < [y 1y I Iy Byl <l ll -

Mais en générai‘l;, u]_@'u.2 n'est pas continue pour les normes in-
duites par El®52 et F 0?2 (en particulier, prenant pour u et
v les applications identiques E —>E et P —) F, cela revient
alors & dire qu'en général E®F £ E®F 1).

Proposition 1. Soient E,,F (isl ,2) des espaces de Ba-
nach, u, une application linéaire continuu de E, dans F,.Sup-
posons gue E.'IL ou Eé satisfasse A la condition d'approximation
métrique. Pour que uy @n Boit continue et de norme <M pour
les normes induites 2__r_ 31552 et F ®P2, (1.e. se Erologgg en
une awpplication linéaire continue de norme <M de E; ®B dans

Pl®?2) i1 faut et il suffit que 1l'application ui@u‘ d_e_
Pi@?é dans Bi@B' satisfasse A la condition analogue.
Soit en effet v = ulau 8l \r définit une applica-
tion linéaire de norme < M: El®E - F ®P2. alors sa tranapo-
sée v' peut &tre considérée comme une application linéaire de
norme CF du dual B{F FZ) de Plal’a dana le dual B"(Bl,Ez)
de E, @E . S‘ur Pl @P' v' wse réduit a ui@ué, appliquant
Fi@ F' dunB E] @E', et comme les normes sur ces espaces, envisa
gées duna l'dnoncé, sont celles induites par B(Pl.l’z) resp., par
B"(El,zz) (voir ci-dessus), uj®u) a bien la propriété annoncde

dans 1'énoncé. La réciproque se démontre de fagon exactement symé

trique.
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2. Rappels sur certaines classes de suites.

Si 1<&p<+90, on désigne par £_P 1l'espace des suites
scalaires de puissance p.dme intégraltle, muni de sa norme usuelle

]¢ ?\ )|| = Z’?ﬁ Ip)l/p qui en fait un espace de Banach. Pour

p =00, f" déaig-ne l'espace des auitua scalaires bornées, muni

de la norme (A )ﬂ = Syp I7;], qui en fait un espace de Banach.
g désigne le sous-espace fermé de g formé des suites qui
tendent vers 0, espace muni de la norme induite. Plus généralement,
8i E e8t un espace de Banach, et 1& p<+%0, on désigne par J.lg
l'espece des suites (x ) dens E telles que la suite des normes
soit dans QP muni de la norme ||(x JI[p = (Zﬂx ”le/p' qui en

fait un espace de Banach E2 Chap. 4] de méme .Q: désigne 1'espa
ce de Banach des suites bornées dans E, muni de la norme
N ) Ml = Srp i[xiﬂ, et ¢ (E) le sous-espace formé des suites
dans E qui tendent vers 0.

Soit toujours E wun espace de Banach, et 1l<£pg+ 0o .
Une suite (x,) dans E est dite scalairement de puissance p.dme
intégrable {ou sussi scalairement bornée, dans le cas p=+00) si
quel que soit x'€ E', la suite ((xi,x'>J eat dans f_p_ Déoi-
gnons alors par ux' cet élément de 2", u eot donc une applica
tion de E' dans Q._.p, manifestement lindaire, et de plus continue
en vertu du théor8me du graphe fermé (car continue pcur la topolo
gie sur QP de la convergonce suivant les coordondes, qui est 8é
parde et moins fine que la topologie normée nature¥iv de .P,_p)..‘:!ug
la transposde de u définit une application

posant alors p>1,
g (l' + %. = 1) dans E". Comme on voit

lindaire continue de

auesitdt que u' ey = X, ( (ni) désignant la "base canonique
QP'), et que 1'espace voc'coriol engendré par les o, dans JAd
eaﬁb\anaa (car p'¢ +%), on voit que u' {LP ) € E. On peut pré-
ciser l'application lindaire continue v: _’;p —>» E ainsi défi-
nie par la suite {x ) secalairement de puissance p.dme intégra-
ble: Pour tout A = (‘?\ y€ £P', (A,x,) est une suite sommable

de
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dans E, et z :’Aixi =vA. En effet (th. d'Orlicz) on sait que
i
dire que (',\ixi) est sommable revient A dire que pour toute sui

te (]».Li} = r", la suite (V'i"\ixi) est sommable dans E pour la
topologie faible, i.e..il existe un- x €E (somme de cette suite)
tel que (x,x') = Z(?sil.tixi,x') pour tout x'€EB'. Or il
suffit de prendre x mir[( Py _‘Ai)), comme on constate aussitdt, et
cela montre en méme temps, en faisant H’i =1 pour tout i, que
Z?\ixi = v((?\i)). De plus, on a une réciproquai Si 1<p £+00,
toute application linéaire contimie v de LP' dniy E est dé-
par une suite (xi) dans E scalairement de puissance _p.dme inté-
able, bien déterminée par v. En effet, les x, soni bien dé-
texl‘minés par X, = ve,; q.'ailleura, comme la suite (Bi) dans
gp est manifestement scalairement de puissance p.2me intégrable
(le dual de RP' étant LP) 11 en est de méme de son image (x,)
dans E par 1l'application ' v. D'autre part, v cqlncide avec
1'application (?’\1) - Z?gixi sur les e,, donc sur 1'espace
vectoriel fermé cngendré par les e qul n'est autre que gp lui
méme (car p' £o00). BEn résumé, nous avons obtenu la

Proposition 2. Soit E un espace de Banach, et 1<p <
$+00, 1&p'<+00, 1/p + 1/p' = 1. L'espace L{&p' yE) des ap-
plications linédaires continues de gp' dans E sg'identifie & 1'
espace des suites (xij dans E Bcelairement de puissance p.2me
intégrables: A v correspond la suite (11) = (“1)' a (xi) l'ap-
plication_ v(( ?\1)) = Z?\ixi (le deuxidme membre ¢ct une périe
sommeble dans E).

S1 14%p<£'oo, nous désignons par Hp((xi)) la norme de
l'application linéaire u de. E' dans .Q._p définie par une sul
te (xi} dans E scalairement de puissance p.dme intégrable;
dans le cas 1¢ p<+00, c'est donc aussi le norme de l'applica-
tion lindaire de np' dans E qui correspond & cette suite (cet
te application n'étant autre que la transposée de wu).

Supposant toujours 1< p&+00, l'espace 21’363, adhérep
ce dans L(P_.P' ,E) du sous-espace IP@E formé des applications
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linéaires continues de rang fini, s'identifie A un sous-espace vec
toriel fermé de l'espace des suites dans E sculairement de puis-
sance p.dme intégrable. (Mais on voit, en faisant E = QP', v = ap:
plication identique de g?' sur E, application que n'est pas com
pacte, donc non dans RPG\SE - qu'en général ﬂpéB n'est pas iden
tique & l'espace de toutes les suites dens E scalairement de J:ul
ssance p.éme intégrable). En particulier, signalons que .P.m D E
peut se caractériser comme 1'espace des suites relativement compa-~
ctes dans E (nous ne nous servirons pas de ce fait, trds élémen-
taire). Plus intéressant est le

Corollaire. On a goéﬁ = ¢ (E); cette identification
préserve les normes naturelles.

Nous laissons la démonstration au lecteur (c'est aussi
un cas particulier de (5, Chap.l,n®5,th.4)).

La ﬁrop.2 ne dit rien sur le cas p=1. Il est bien con-
nu en effet qu'une suite scalairement sommable dans E n'est pas
en général sommable (81 E n'est pas réflexif), donc ne définit
pas d'application linéaire de £°° dans E; et que les combinai-
sons lindaires des ey n'étant pas denses dans D.m, on ne peut
pas non plus espérer obtenir toutes les applications linéaires
continues de ,Q,m dans E & l'aside des suites sommables dans E.
(Voit corecllaire qui Buit pour la caractérisation des applica-
tions lindaires obtenues ainsi). On a cependant:

Froposition 3. L'eap& L(EO-E} g'identifie A 1l'espa-
ce des suites scalairement intégrables dans E.
Cette correspondance se précise et se démontre exacte-

ment comme dens la prop.2; on se sert essentiellement du fait que
1'espace vectoriel fermé dans ¢ engendrlé Jar les o, est o
lui-méme. D'autre part, le sous-espace X ®@E de L{_r._:_o,E} se
précise ici de fagon remarguable:

Corollaire. 1103 s'identifie A l'espace des suites
sommables dans E. Ce dernier s'identifie donc aussi A 1l'espace
gﬂ_%% adpagi:ca;io:: ii:j:i;o‘s.'raiblament continues'ﬂ compactes de )
X dans E, ou sussi A.l'eepace des applications linéaires com
pactes de ¢ dans E.’
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~ (Par topologie faible sur j_:o, nous entendons sauf avia
du contraire la topo‘logio‘fa.tbla < {.r'. _Ll) du dual de _gl).
Cot énoncé est facile, et bien connu (je le démontre explicitement
dans [4 Chap.1,§3, n!3]) 81@&10:&3 d'ailleurs qu'une application
lindaire faiblement continue de _,‘ dans E est automatiquement
compacte en vertu du th. d'orlics (lui-méme conséquence du fait
bien connu que dans _.'_..1, une partie faiblement compacte est déja

compacte).
Proposition 4. Soit E wun espace de Banach, et

1§ p< +0o, Alors on a
lp@xcll’ <.

Les deux agglieatiom d'incluisions sont de norme &£1-.
A toute A= (A)€ L® ot x€R faimons correspondre

la suite A.x = (A,x) duu E, on a évidemment l|'j.x||p & Il lel|,
donc (%,x) —» A.x est une application bilinéaire de numa &1

4PxE dans &p donc définit une application linéaire de
norme &1 deo &p., dans. 3_’ (voir N2 1), D'autre part, touto
(x )€ lp est évidemment scalairement de puissance p«dme intégra
ble, et on a K ({xij) £ "’1"9 Ainsi 1'application identique
de g dans 1'ospaco des suites scalairement.de puiua.ncc pedme
1ntégrable dans E est de m@o £1, et comme 1 @E est donse

& (pcun). elle appiigue & dans 1'adhérence QP
de Q_p@E dans l'espace des mtu scalairement de puissance p. g
me 1nt£grab1. dans E. Enfin, on constate mussitdt que l'applioca-
tion conpo-‘o des spplications précédentes 2’33 . !’ >
e _"p E est 1'appiication canonique de §P &2 dans &P @z
(car c'ost en effet l'idcptito sur'le sous-espace dense AFP® =
de &PO E), application dont on sait 'qu'elle est biunivoque
(1'espace &’ ntiaruunt 1a conaition d'approximation). Par
suite 1'application : 83 -—01; est aussi biunivoque, oo
qui. achdve la d‘nomiuticn.
Il n'existe p‘.l pour pd> 1, de cmetlr:l.utiou simple

des suitea dans B qui ‘sont §léments de &p ®E. Pour p=1l.
on a cependant la o
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Proposition 2. 0na .P.} @ % -Q;; pour tout espace de
Banach E (isgmorphisme canonigue, préservant la norme).

. C'est un cas particulier de [5,Chap.l, n%3, th.3].

La proposition 4 ne dit rien sur le cas p = +00. La dé
l&m:mtion“domée vaut encore telle quelle pour .i'iﬁcl’usion
2°® = CQ‘E' meis la deuxidme inclusion est remplacée par 1'in-
clusion inverse ﬂ"én < g: (qui implique d'ailleurs la bremi-—
dre). En effet, en vertu du théordme de Banach-8teinhaus, les su
ites bornées ou scalairement bornées dans E sont les mémes, et
8'identifient donc aux é1éments de I.(g].‘,x}, d'od augsitét 1'in-
¢lusion annoncée. C'est d'ailleurs une inclusion stricte si E
est de dimension inﬁ.nit;, car alors il existe des suites bornées
dans ' E qui ne sont pas relativement compactes, donc non dans
2'5 B. 1L'énoncé naturel qui correspond ici & la progusition 4

est

L
EOGE-C”EO(E} =c ®E

I'égalité est le corollaire de la propositiom 2, taendis qide 1la
premidre inclusion n'est alors autre gque l'inclusion généra;l‘b
b aE CF 53 _{mlablo si P satisfait A la condition d'approxi-
mation). 2063 est donc un espace de certaines suites dans E ten
dant vers 0, qu'on appelle suites nucléairement convergentes vers
0. On verra plus bas qus sl E est de dimension infinie ,vc'aat
la une classe strictement plus étroite que la classe ¢ ®E de
toutes les suites qui convergent vers O dans E.

Proposition 6. Soit X wun espace de Banach, ®dient
& p,q& +00, Boit r défini par 1/r = 1/p + 1/q, on suppose
14 rg+0 So1t A= (2)e€L?, alors 1tapplication (x,) —
= (A;x;) est une application linéaire de norme < |[[(A)[| de
IP@x dans L"® 5, a9 L2 dams 07, de QPS5 dans 7,
epnfin de l'eospace des suites scalairement de puissance mﬂ-
tégrables dans K, dans 1l'espace de suites scalairement de puis-

sanca r,dme intégrables dans E.
Pour le cas UP et LI, 11 surfit d'appliquer les dé-
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finitions, et 1'inégalité de Holder classique. Notons maintenant
qui 81 u désigne 1l'application linéaire de 9,9 dans 2’ défi-
nie par u((p,)) = (A W), application qui est de norme
< |IA). en vertu de 1'inégalité de Holder, alors u®l est une
spplicnttl:lon linéaire de norme &||ul| de &963 dans ,_E_"Sx, et
u®]1 une application linéaire de norme &|lu de QP&E  dans
2*&E. 11 suffit maintenant de noter que ces applications trans-
forment une suite (11) én_la suite ( 9\111J, ce qui est immédiat
par passage A la limite;.car c'est manifestement vrai pour
(xi) € 1P®zx. 1o dernier cas envisagé dans la proposition peut se
traiter de fagon analogue, en considérant 1l'application v —> vou'
de L(Qp',l) dans L(LF +B), mais c'est aussi une conséquence im-
médiate des définitions, compte tenu de 1'inégalité de HSlder
classique.

Corellatre. 31 () € L%, slors 1a multipiication per
(%,) est une opération linéaire de morme 4&[I(A,)ll,, dans les
espaces &p@E, LPS_:, .Q_np et dans l'espace dep sujtes dans E
sgalairement de puissance p.dme iptégrables. _

Pour finir, rappelons une proposition bien connue:

— e

W
Pérch?
l'application d'inclusion étant de norme 1.
Donnons la démonstration pour 8tre complet. Soient d'a-
bord X)X, € H, alors on a

by I+ iy 1P < sup, |l A,z + 4%, [P
10 %=t

car on & 1 || Az + Rz, |F = ATlIx I + Al Il 4 240, 8<x; x> o et

il suffit de prendre 5\1 =1 et A, =21 de telle fagon que

A, Q.(_:.l,x'a) ? 0. Prouvons alors par récurrence sur n que 84

(xiJ est une suite de n ¢léments dans H, on a encore

2 2
(1) 2k < 2, 12z P -
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En effet, d'aprds 1l'hypothdse de récurrence il existe des ?\ =t 1

(L &1 &n-1) tels que ilxi]] ]t::]l2 ol x = ﬁ?&xi, d'ay

tre part i1 existe deux nombrea, édgaux & +1 ou -1 dont on peut
d'ailleurs supposer le premier #gal & +1 (sinon on multiplie par
ce nombre), soient donc 1 et A _, tels que |]:|‘.][2 + ]Ixnlz

Sllx+ A X “2 On aura alors E[xillz £ uxl,l + l[x ll2
& Z gixiil , ce qui prove (1) ‘dens le cas général. I1 s'en-

suit qu on a I(:1112 & ¥, ((x;)) pour toute suite dans B dont
“tous les termes sauf un nombre fini sont nuls, d'oh aussitdt, par
passage A la limite, la méme indgalité .pour toute (xi) 62_15 H.

" Considérons la transposée de l'application d'inclusion
de la prop.T7,~on obtient une application lindaire de norme £1 du
dual de gé';, qui est 2-_; comme il est bien conmli (11' dans
le dual BM(EY,H) de- Q' & H. Cette applications applique L2 @ H'
dans 2@ H'C ¢ @ H', donc elle applique en fait 225. dans 1'
adhérence de 32 @ E!' dans B (11 ,H), qui est @ H' (voir ne,
1). atnet £% C ¢ &H', ot comme H' est uonorph. A E, on.od
tient le

Corollaire 1. Soit H. un espace de Hilberf. ALQrs on &

2 A
Qﬁc%an

ggplgcation d'inclusion étant de norme ' £ 1.
goro;la_;m 2. 8011-. H un espace de Hiltert, 1 S p § 2,
soit q tel gue 1/q = 1/p - 1/2 (donc 2 € q € +00). Alors-on &

Péncly
l'applicution d'inclusion étant de norge <1.

(1)1')0 fagon générale, on voit facilement, gréce A71'ipégalité de
Holder,-que pour 1 & p < +9%, le dusl de Big est +s» (1'accou-

plement étant évidemment donné par <(11)p(!i)>' (xi,ii> ).
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b
En effet, soit (x,) € {P® B. Pour toute suite
(a,)e ﬂp. telle que H(a,_-)l , €1, on a en vertu de prop. 6:
~ .

(a,x )eglen, M ((a,x,)) £ K ((x,)) =M _. Donc d'aprés prop. 7

1%4 1\ 184%g p P 22 2
on a, en posant ¢, = Ixil pour simplifier: Z|11| ey & Hp.IPar
suite, posant lbil-lailz, on voit que pour toute suite (bi) de la

boule unité de Lp'/z, on a Zlbilcf:é. ll:. done (oi) est dans
Q_r' ol 1/r + 2/p' =1, et y a une norme .QHP. i.e. {ciJ est
dans I_’._q, ol q=2r, et y a une norme éllp. Le q eainsi défini
dans 1'énoncé, comme on constate aussitdt, ce qui achdve la dé-
monstration.
Du corollaire précédent on déduit, par la méthode usuel
le de duslité, le résultat suivant (qui inclut le corollaire 1):
Corollaire 3. Soit H wun espace de Hilbert,2£p'€ +vo,
q' tel gue 1/q' = 1/p' + 1/2 (dope 1 & q'< 2). Alors on

e Iﬂ
=]
=
ot

Iy '8’y

l'application d'inclusion étant de norme . &1. -
Nous verrons au n? 4 que les inclusions de la proposi-~
tion 7 et ses corollaires sont, dans un sens évident, les meilleu

res possibles.

3. Compléments sur les suites sommables.

Le résultat que nous donnons fci, intéressant en lui-m§
me, nous servira au n® 6. Rappelons qu'um:hppl}cntion lindaire
u: E—>F est dite application intfsrale si la forms bilinéaire
correspondante <ux,y'> sur EXP' est intégrale (voir nt 1),
ot on appelle alors porme intégrale de u la norme de 1‘'élément
de BNE,P') qui lui correspond. Une suite (x,) dans B est di
te intégrale, si elle eat bornde, et si l'application lindaire de
Pj dans F qui lui correspond est intégrale, i.e. définit un é-
lément de B“(Ll"s'), dont la norme est appelée porme intézrale
de la suite (x,). 1

Théoréme 1. L'spplication identique de L' dans o egt

intégrule, ot a une norme intégrale 1.
Par définition, il revien au méme de dire que la Torme
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bilinéaire wu(}, B = Zaﬂ“i sur 2 xnl a une norme intdgrale

&1. Soit G 1a partie de la boule unité du dual L e Ll for-
mée des x' = (x{) tels que Ixil =1 pour tout i. G, muni de
la topologie induite par la topologie faible, et de la multiplica
tion naturelle, est un groupe abélien compact (isomorphe au pro-
duit d'une suite de groupes tous isomorphes au groupe multiplica-
tir G des scalaires de norme 1). Soit }- 12 mesure de Haar de
@, nomée par la condition (1) = 1. L'application x' - x'@x
de G dans le dual BMQY,QY) applique G dens la boule unité,
et est faiblement continue (car étant bornée, il suffit de véri-
fier qu'elle est continue pour la topologie de la convergence sim
ple sur Q}x&l, ce qui est en effet trivial). On peut donc consi
dérer 1'intégrale faidble v = x'@x' du(x'), qui est un 61é-

ment de la boule unité de 3"(2 ,Ql). Je dis que ce n'est autre
que u. Pour ceci, il suffit de vérifier que - u(ai,eJ} = v(ni,aJ)
pour tout (1,j), i.e. qu'on a

(1) <°i°°j' jx’bx' d|1.(x')> = j(ai,z.'> <ej,x'> ap(x') =

Or pour tout i, x' — (ei,x'> est une application continue mul
tiplicative de G dans le groupe multiplicatif des scalaires de
norme 1, donc un caractdre de @, et deux indices 1 distincts

donnent des caractdres distincts. Par suite la #¥lafion (1) résul
te de la relation d'ortho;ofnlit‘ des caractdres. Cela achdve’ 1la
démonstration du th.l. - Bien entendw, - si on répugne A utiliser

la meusre de Hasr sur roduit infini, on peut commencer par
prouver gque “n“ B = ,'1 Pi ost une forme de norme intégra-

ble &1 (car donnée pu- unae. 1ntﬁrl.lo sur G , qui est soit un
tore A n dimensions - cas des scalaires conplu:u - Boit un grou-
pe fini - cas des scalaires réels-), puis passer A la limite sur
n.

gorollaire 1. Soit B un espage de Dangch. Alors
110.! &2 &E 1l'appljcation d'inglusion dtant de norme &£1.
Toute _Jg_;_ scalairement intégrable (x,) dans E es% intégrale,
et de norme intégrale ‘"1“‘1”'
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Soit (xi) une suite scalairement intégrable dans E, en
vertu de prop.3 elle a'identifie A une application linéaire conti-
nue de ¢ =~ dans E, de norme M ((: )), qui en vertu du th.l 4in-
duit donc une application de norma :Lntégrale CMI((xi)) de 2.1
dans E (il est en effet immédiat que la composée wvu d'une ap-
plication linéaire intégrale u et d'une application linéaire con
tinue v est intégrale, et a une norme intégrale l|vijull,, od
Iul,, désigne la norme intégrale de u). Cela signifie par défini-
tion que la suite (xi) & une norme intégrale ¢ Hl“xi))'“ prou
ve la deuxidme partie du corollaire. Par raison de continuité, il
en résulte que ﬂlex est contenu dans 1'adhérence de QIG E
dans B {Q ,E'), donc dans 1' a.dhérenca goﬂl de g, ®E, et que
l'application identique p- @ E —> L & E est de nome £1.

Corollaire 2., Soit E un gga.cn de Banach, (x,) une su-
ite scalairement intégrable dans K, (x')' une suite acalairement

2\ <xoxd ] & M) mG)).

Cela résulte mussitét du corollaire 1, et du
Lemme. Soit (x,) une suite scalairement intégrable
dans E, et {xi—) - une suite intégrale dans E', alors

2o1<x,x>] & MN, o4 M =M ((X])) ot od N. est la nomme in-

tégrale de (x R

I1. surrit en offet de prouver que IZ;\i (xi,x1>l
pour toute suite (?\1) dans la boule unité de g, dont toutes
les coordonnées 7, sayf un nombré fini sont nulles. Or
A Lxpxf) = (9\1 %) et (A.x,) est une suite sommable
dana E, M (( ‘?\1:1)) 4 M, et Z_(‘.\i 1’xi> est le produit sca
laire de (‘7\1:1) G.EIZQB avec 1'élément (xi) du dual B“(g,l,E)
de 2153, d'od ‘aussitbt la conclusion.

Cas particulier du corollaire 2:

Corollaire 3. Soit ‘(au) € .g_J'@ 2_1 la matrice d'une
forme bilinéaire continue sur g Xgo , 42 norme M, slors

2ol <x.
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" Soit A l'gpplication linéaire continus de <, dans
& qui correspond A (n. ), on a alors 8y 13 "<-‘“1' 3> , en par-
ticulier 8, -(Aoi,ej) . Or {e ) est une suite scalairement
intégrable dans €, ot Bl((ai}) =1, (c'est celle qui, dans 1la
correspondance signalée dans prop. 3, correspond A 1l'application
identique de g, dans E = < ), et (Ae ) est unc ruite scalai-
rement intégrable dans Q. Hl{[&e )) = H de anrte qu'il suffit
d'appliquer le corollaire 2.

Remarques. 1. Il est immédiat A priori que tous les 6-
noncés précédents (th.l et ses corollaires) sont otrictemant équi
valents.

2. Ces résultats restent manifestement valables ui on
remplace 2_1 et c  par les eapaces analogues thz) et EO(I),
construits sur un ensemble d'indices I quelconque (qui peut 6-
tre non dénombrable, ou au contraire fini). Il en est de méme de
toutes les réflexions de cet article (en remplagant de méme les
ﬁp par EP(I))

3. Dans le corollaire 3, la relation (ai ) € 9.10 21
semble imposer une res triction inessentielle, mais on notera que
toute forme bilinéaire continue sur ¢ X g appartient &
glé 9;1 (i1.e. eat compacte). Cela signifie aussi que, Bi on pose
E = gl, alors toute suite scalairement intégrable duns I est som
mable (ou encore que toute application linéuire continue de -3
dans B est compacte). Mais c'est 14 un fait bien connu, vrai
plus généralement chaque fois que dans X toute suite de Cauchy
tuible converge faiblement (comme on constate facilement).On sait
p.ex. gqu'un espace 1'.1 construit sur une mesure quelconque satis
fait A& cette dernidre condition.

i. Le théoréme 1 étant "auto-dual®, on ne peut malheu
reusemont plus le transformer par duslitd!

5. Du théoréme 1 on déduit facilement 1'énoncé suivant,
qui le contient: Soient 31, P1 des escpaces de Banach, en nombre
fini pour simplifier 1'énoncé (soit 1£1ign), soit E = ﬂs mu

ni de la norme [x| = Sup ||rill, et F = n! muni de la norme
i i
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analogue. On sait qu'on a un isomorphisme vectoriel-topologique

E®F = H Eiah‘:. Je dis alors qué 8i u < ESP appartient A la
1,] &
"diagonale™ ZE ®F, de EBF, ona [ul, = sup Iuiil (od u,,
i
est la compoaante de u suivant EiQP ). Démonstration:Il suf-
fit de prouver |u|, < Syp I“j.ila\ = M, donc que A € B(E,F) impli
que |<u,A)| & M|[A]|. Mais on peut dcrire A = uij)' od

-“11 € B(Ei,PJ), alors lCut'l>I - I%(“iivlij?l <M Zi:llnﬂ ' 1?-

suffit donc de prouver Z llag Il < llAll (qui n'est donc qu'une
i

autre forme du résultat annoncéd). Mais pour ceci on est ramené
aussitdt au cas ol tous les Ei' ’1 sont de dimension 1, ce qui
n'est autre que le cas envisagé dans le corollaire 3.

6. L'application d'inclusion du th.l est de norme usuel
le égale A 1, donc de norme intégrale 21, donc en fait de norme
intégrale 1. ﬁnoncd_analogua pour l'application d'inclusion du co
rollaire 1 (pourvu que E % O !). De fagon générale, la  plupart
des inédgalités sur les normes d'applications d'inclusion données
dans ce travail, sont en fait des égalités, comme on vérifie tri-
vialement sur chaque cas.

4. Le lemme fondemental.
Rappelons le lemme fondamental de [3]:

Lemme. Soit E un espace de Banach de dimenaion finie
n. On peut trouver des mintn ‘X,EB {141.6::) tels que l|rlll- 1
et que pour tout 14r<n, et tout () < £%(r), on ait

(1) Ili'Zlmi‘xil;es.n;lmilﬂz
o |
(2) K= 1+ 2022% L e r-1)P)2 C 1 s r T30,

Nous désignons par 22(1-) 1"eapa_éa RT muni de la nor
me ﬂ(?\i)lla = lZI?&ilz)l‘/a. Dans [3], '¢¢ lemme est prouvé avec

une valeur un péu moins bonne de "r' mais 1'essentiel de la dé-



monstration n'est pas changé: on considére un ellipsolde de volu—
me maximum contenu dans la boule unité de F, et la norme hilhor—
tienne correspondante, notée ||’ xl[z pour la distinguer de | x||
done

(3) Ixll < Kby

puis on montre qu'il existe des points Xy linéairement indépen-
dants tels que l'om ait

(4) I} = H’i"g =1

et que la projectiem orthogemale ¥y de x; sur i'e’sp_-.ce engen-—
dré par X)yeeeaXg ) Satisfasse a

2 i1
(5) uyiu2 < n
(c'est 1A la partie.profonde de la démonstration). Posuns alors
Z, =Xy = ¥yi Tes Zy Bont donc des vectqurs orthogonaux deux a
deux |lg|l, £ 1, et on-a, pour 1&rén, (A )« Q,,z(r)0

& Z +
"El&x:“ 1= A, I I,
or en vertu de (3):
1Fnall < 1B nel, = (BRI DE ¢ ()
z z = z
SNl § 12z lp = (2.2 0ello) & (2.0
et en vertu de (5):

1 i
r r -
DARA R AN Irill s cg@?:zlu:inza%

Sl

[ =

¢ &5 J (2 (1-1)2)
n 1=1a1 i=1
d'od les inégalités (1) et (2).
Corollaire. Soit E un espace de Banach de dimension
infinie, soit k>1 et r un entier >0: Alors on peut trpuver
des éléments x, de E (1£igr) de norme 1, tels que

My((x,)) & K
Soit en effet n un entier assez grand gque 1+r{r/3n <
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4k, soit P un sous-espsice vectoriel de dimension n dans E,
11 surfit a.lors d'appliquer le ‘lemme % F. Du corollaire précédent,
~on conclut le résultat suivant (dont nous déduironn tous les . au-
‘tres):
M__L 2 Soit ‘E un espace de Banach de dimension
m, (ni) Hﬁ— auite do gomges tendant vgrs 0, 0<a; <1 pour
tout 1. Al_m_t',l ste. Ep_g Suite (-r ) duns E, élément de lu
M un;u ng_ ggg‘g_ que™, ]]xiﬂ =, -pour tout . i..
,..Ppapng‘_
(6) ' .'Il— 2= Sup &,

on a 1 - 2« <1, 1., 0() 0, car 8y —)0 et si< 1.Pour tout
entier k > 1, soit 1k" ‘wn. 1nd!,_cs-- tel que

€7) 194 :.:,_Il‘zui;pliqﬁe 8, /2%

‘p_n'..pﬁut . supposer la :u!:t.xigs g*}"_i'strictamut croissante.' En ver
tu du corollaire du lemme, on'pedt trouver pour tout k des é1é-
ments Yg {ik-l +1£1 & 1k]- de norme égalé a1, telle que
M,((y;)) € 1/(1-%). Posons x, = a,y,, on aura donc |[x|| = a, et
de plus, pour k 2 2, en vertu de (7) et du corollaire de la pro-
position 6: '

o
(8) Mp(Xy) € 5 e (k32

ol on désigne par X, 1la suite dans E nulle pour les indices
‘{‘ik 1 et les indices > i, ot égale 2 x, pour lc W+l £ 1€
< i Désignant de néme par X, 1la suite dans E nul}e pour
les indices >4, et égale 2 x, pour i <4y, on obtient en
vertu de (6) et du corollaire de prop. 6: '

1
(9) nzcxl) § (1-2x) 725

De (8) et (9) résulte que (x ) est’une suite abolument
sommable dans Q @E dont la somme x a une norme M (x}

—(1 - 2 +0<Z 1} =1, Haia menifestement on a x:(xi),

ce qui achdve la démcnstration.
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Remargue. La cond!.tion ¥ —» 0 dans le théordme 2 est

essentielle, puisque .9. @E ce @E On peut méme dire que Bi on

ne suppose pas &, —> 0, 1l ne sera pas possible en général (méme

8i {a ) est bornée) de trouver une suite scalairement de carré in-

tégrable (x,) dans E, telle que llﬁ“" a,. Il en est ainsi quand

on sait & 1'avnnce que toute suita scalairement de carré intégra-
ble dans E est déja dans QZQE i.e. que toute application 1i-

néaire continue de 22 dans E est compacte. Comme une applica-

tion linéaire continue de dans E est de toutes fagons fai-

blement compacte (Ez étant réflexif), il suffit que dans E tou-
te partie faiblement compacte soit compacte, ce qui est par exem-
11, comme il est bien connu.

ple le cas pour E =

5. Théorfmes d'existence dérivés.

Théoréme 3. Soit E un espace de Banach de dimension
infinie. Soit i(p.SQ, et q tel que 1/q = 1/p - 1/2 (donec
2&£q<£+00), Alors pour toute toute suite positive (a,) € 21 (_ea_p_.
{ai) €c, 8L qa= +oo) on peut trouver une suite suito (x ) € _ﬂp® E
telle m |[x || = ;. On peut supposer M ((xi)) Ik(a.ijllq + £,
od E >0 est donné don.né & l'avance. .

Ce théoréme ‘est implicitement contenu dans [3], od 41
est seulement énoncé pour p=l, le cas le plus important (et ol
on ne donne pas la "meilleure constante possible"). Pour p=2,1'é-
noncé n'est autre que le th.2, on va donc supposer:' p<{ 2. Hous
laissons au lecteur la vérification trds facile du’'fait suivant:
Soit 14£q < +09, (5.1) < ._0_-_‘-1- et £ >0, alors i1l existe une suite
de nombres - ?si ?\ £ 1, tendant vers 0, telle que l'on ait
”(ai/?‘i}ll; ﬂ(a )[I -l-E - Soit alors, avec les notations du thé
oréme, b, =8 /ai, aoit (yi} une suite 4lément de la boule unité
de' 9-253 telle que ||yii| = )y pour tout 4 ‘(théoréme 2). Posons
x, = b,y,, alors on a llx ]l = Byili = a,, d'autre part, en vertu
ts prop.6, on a (x,) € LP@E, et M ((x,)) < l(vy)ll, My((y,)) <

< |lay Jll +€, ce qui achdve la démonatration.

Encngons A nouveau, & cause de son intérét, le cas p=l:
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Corollaire 1. Soit B up espace de Banach de dimension
infinie, et' goit (uij une'nuito positive de carré sommable. Alors
il existe une suite aom‘ble (xi) dans B telle gue ]Ixi”- a,
pour tout i (et on peut supposer 1((::1}) ‘ [(a )[]2 +E).

Corollaire 2. Soit E un espace de Banach de dimension
infinie, et soit 14 p<L+0o, alors 2’ # Q‘P‘QE j.‘ fortiori i1 e~
xiste dans ‘E des suites senlairement .de Egiasance psdme intégra-
bles g__m sont L,,.g_ ngg ance p.dme intégrable..

En m di"* 1-‘.?(2 il suffit: d'm}jq‘uer le ‘théoré-
me 3 en pranant uné suits (‘a. ‘) qu:l. est dans: ‘p'q et non Ep(ee qui
est posaible car on a 6Videment p<q). Si 2&p<+0o, soit (a )
une suite qui est-dans 9-0 ‘et non dans ﬂp, alors il existe
(xi) e 9_253 telle que uﬂﬁ“ = a, pour tout. 1. Ona 4 fortiori
(:1} < 2 51‘.‘ {pui.nqun E_?C ﬂp), mais (xi) n'est pas de puissan
ce p.&me 1ntégrah1u. < Pour p = +00, i1 est encore vral que
,Q # Q @E, comme: ;qq 1 axo ons'. d‘j& signulé au'ng 2, mais ici 1'
1nc1uaion 2 ®F < _Qn unt en Bens inverse de 1'1nc1usion corres
pondante vue duns la prop.4. I.";nlit‘ e, (E) = goex montre aus
si que dans 1'énoncé du corollaire 2, la valeur p = +9% apparait
bien comme valeur exceptionnelle,

Nous: transformons maintenant le théoréme 3 par dualité:

Théor8me 4. Soit B- un espace de Banuch de dimension
infinie. Soit 2&p'goo, et q' tel gue 1/q'. = 1/p' + 1/2(donc
1$q'4£2). Soit (“1) une suite positive gui n'est i n'est pas dans g‘q‘
Alors il existe une suite (x ) _g E, telle que ]Iv | = a, pour
tout 1, st qui n'est pas dans 4P GE. g

Soient p, q définis par 1/p + 1/p' = 1/q .+ 1/q' = 1I,oi;
a alors 1/q = 1/p = 1/2, comme dans les notations de 1'énoncd du
th.3. Bupposons que [|:|r1[| = n1 pour tout i implique
(xijep, @E alors Ii.Y,_H pour tout 1 ,4mplique encore
(_vi) c Ep ® E, en vertu du coro].la:lre de la ps“m'1 6, car une telle
suite (yil sernit le produit d'une suite (x, ), avec ||11||= a
pour tout 1, par une suite bornde de acalairea (’)\i} (prenclre




- 102 -

8y Al
ZTRE et A = B, POy #0, et x; =0, 2,=0 pour

¥y = 0). Done, si A toute suite {xi} € 5052 (suite convergente
vers 0 dans E) on fait correspondre 1n suite (a xi)' on obti-
ent une application linéaire u de g, ®E dans Ep‘e Cette ap
plication étant continue quand on munit le deuxilme espace de 1la
topologie de la convergence simple , topologie séparée et moins

fine que su topologie normée naturelle, seru aussi continue pour
les topologies normées naturelles (en vertu du théoréme du graphe
fermé). 51 v désigne l'application linéaire de g, dans Q_P'
definie pur la multiplication par la suite {a ) (suite qui est
en effet munifestement G.Q_p ), alors sur (=38 @E ona u=vel
(1 désignant 1'application identique de E sur lui-méme). Appli
quant la prop. 1 du nfl, il en résulte que v'®1, application 1i
néaire de debs' dans 21 ®E', se prolonge par continuité en u-
ne application linéaire continue de 2_1"5 E' dans Q_leE' (le
cas p' = + 00 n'offre pas de difficulté, car en tous cas 2" est
au moins un sous-espace du dual de ﬂplj. Comme v' est encore
l'application ip —)__Ql défini par multiplication par la suite
(d ), on voit aussitbt que Vv'@®1 transforme (xi) en (ai i). On
a donc pour tout {x ) € lpoE" Zniﬂx [l < +00. Mais comme
(a, }4_ Eq , 11 exlste une suite positive (b ) € £_q telle que

?aibi = +00, et en vertu du th.3 1l existe dans l'espace de Ba-

nzch de dimension infinie E' une suite (x ) € RPGE' telle que

l[xl = b, pour tout 1, donc on a 231”! || = 400, Cela est ab-
surde, et uchdve donc la ddénon:tration. - Enongons A nouveau les
deux cas particuliers p' = 2, p' = +00 d'oll q' = 1 resp. q'=2:

Corollnire 1, Soit £ un ecupuce de Bunach de dimensji-
on infinie.

1) Pour toute suite positive (u;) gui n'est pas som-
muble, 1l existe une suite (x,) dans E telle gue ||::1||- "y
pour tott i, qui n'est pus dony _p,_?gE.

2) Pour toute suite positive (u,) gui n'est pas de

carré poomable, il existe une suite (x.i} duns E telle ue.
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Iz, Il = «; pour tout 41, et gui n'est pas dans £8%5; on peut
supposier que cette suite dans E n'est pas intégrale (voir défi-
nition début du n¢ 3). , -

On doit seulement prouver le dorniar complément apporté
aw deuxi?me énoncé. Or, 'si cette assertion 6ta1t inexacte, on :en
conclurait comme'plua haut que (x ) = (a.x est une applica-
tion linéaire continue de ¢ én dans B“&i E'), et par raison
de continuité elle appliquerait c°®E da.na 1'adhérence ¢ ® E
de c ©F dans AR} JE*) (\roir n? 1), et A fortiori dans {"3E,
ce qui contredit la premihre moitié' du corolls.ire 1, 2e,

Corollaire 2. Boit B un esggca de Banach de dimension
infinie, et 80it 1< p'< +0o. Q__ alors 2?@3 # P_p (et _méme

e (B)F LB 1 p'im r00). ‘

Si p! )2 11 surﬁ.t da choisir’ une suite positive (aij
qui est dans 2. (rup. dans’ \_(_:lo si p"; +°n) et non dans
Qq (ce qui est pons.‘l.blo, car alorl q'< p, ), et.d'appliquer 1le
th, 4, 51 1<p'€2, 11 surﬁ.t do choisir uns suite positive {aij
qui est dans’ ‘Qp et non dans - 2_ d'spr&a 10 corollaire 1 il e~
xiste alors une suite (x,) dans E telle que ||x II-a pour
tout 1 (d'od (xi)é Epi ma.:l.s qu.‘.. n'est pas dans ‘QzﬁE, et & for-
tiori pas dans Rp'én. Bien entendu, ce corollaire 2 pourrait aus
8i se déduire du corollaire 2 du th. 3 par la mdthode usuelle de
dualité. o

Remargues. 1)_ Pour aucun 1$p42, on ne- peut gm.éliérer
le théor&mq 3 en remplagant l'qxpoaant q par un exposant stric-
tement plus grand, car e1i E est par exemple 1'espace de Hilbert,
on a vu (prop. 7, corollaire 2). que QPOE c L‘%E . De méme, pour
aucun 24p'< +00, on ne peut améliorer le théoréme 4 en rempla-
cant l'exposant q' par un exposant strictéient plus petit,comme
il résulte aussit0t du corollaire 3 de prop. 7. On voit aussi tri
vialement que 1'inégalité donnée dans le théoréme 3 est la meil-
leure possible. . .

2) On pourrait songer A préciser le théoréme 4 de fagon
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a.nalogue que dans son corollaire 1, 22, en remplagant dans 1'énon

_QPGE par B(QP,E'). Mais pour p'< +00 ce ne serait qu'
une emélioration apparente, car Q,P étant alors réflexif, toute
application linéaire intégrale de Q__p dans E provient déja d°
un éumnt de IP'®E (5, chep. 1, ne8, th.s, 29].

. Application & up m_pj.m général sur les produite

tennoriels topolggj.quu.
5911; B un espace de Banach, at lg p¢+00, reprenons

:'loa 1nc1uab)ria du n® 3, prop. 4:
(1) . QPSBC.QPCRPM
et ’

~ : .
ol EOGECSO(!}-"SQQE

(qui correspond. au cas p = +00). Suppononu- E de dimension infl
nie. Alors pour 1< p <+w les deux incluaions dans (1) sont des

inclusions strictes (carollaires 2 des ‘théorémes 3 et 4). Si p=1,
on a glﬂn = E-].B , mais 21 c 21@‘3 est une inclusion stricte

(th. 3, corollaire 2). Si p-+00, ona g (E) = 38 @B mais 1'in-
clusion gﬂ@ECgﬂ(EJ est une 1nc1usion stricto (th. 4, corol-

laire 2). On en conclut la

Propositjon 8. Soit E un espace-de Banach, soit F 1'
espuce Qp (1 <.p<+ooj ou ¢ . Si 1'application linéaire canoni-
que F&: — POE est une application linéaire du premjier espa-
ce sur le saecond, alors E est de dimension finie.

T 11 n'est pas difficile de déduire de la prop. 8 1'énon-
cé nnalogue quand P est une espace LP (1&pg+co) de dimen-
sion infini construit sur une mesure quelconque, ou l'espace C(K)
des fonctions continues sur un espace compacte K. En fait, il est
extrémement . pluusible yue 81 E et F sont des espaces de Bana-
ch tels que l'application canoniyue Ear -—> x&'ur 80it une ap-

plication du pr'mier espace sur le second, alors E ou F est de
dimension finie. Cette conjecture est un cas particulier d'unc
conjecture certainement beaucoup plus dure sur une corsactérisati-~
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on des espaces nucléaires (si E et P Bont des espaces locale-
ment convexes tels que l'application éanonique xSr -—-bBé? soit
ur. homomerphisme topologique, elors E ou P est-il nucléaire?).
Nous allons donner un résultat dans cette vole, plus général que
la prop. B: ' '

Proposition 9. :Soient E et F deux espaces de Bana=
ch tels gue l'agglication.zcanonigue E®r — E&F 80it une ap-

plication biuni's;ogue du premier espace sur le second. Si F est de
dimension infinie, alors E sgatisfait aux conditions:

(1) - RP@rc e @
(2) _ﬂ_lén;: 22@1:.

(Rappelons d'ailleurs que 81 X ou P aatisfait la
condition d'approximation, 1'a.pp11cat10n E@F — E®F est auto
matiquemont biunivoque). ‘En vertu du th&or&ma ‘des homomorphismes
de Banach, 1'application’ E®F — E®F sera-méme un isomorphis-
me vectoriel-topologique. Pour prouver (1), 11 suffit de prouver
que toute (x )Eﬂzén est une suite intégrale, i.e. que
PEE < B} B'), car alors 11 résulte comme toujours du théord-
me du graphe fermé que 1l'application d'inclusion eat continue, ot
par raison du continuité qu'elle appliquo méme ﬂ. é! dans l'a=-
dhérence <, B ae e, ®E dans B‘“( ,B'). Procédons par 1'ab~
‘surde, en supposa.nt la. su.‘ltl (: )62 @x pon mtdgnlo.uorl
existe une suite (x}) eR SF' tol:l.o que .| <xi,x1> | = 400,

Sinon, en or:tet, Z{xi,xi) u:rnt, pour. (:1) variable da.nu

2-163' » une forme lindaire, nlculnmmt continue en vertu du
thiorene de Banach+Steihaus (ec-o limite de la suite de formes

11nda1res contimua 'Pn“xi” - i(xi,xi).) ce serait donc un

é1ément du dual PP E) e ‘Pax",'-t on constate ausas
tot que ce n'est autre que (xi), contrairement A la supposition

que cette suite n'est pas intégrale. - On peut d'ailleurs suppo-
ser que (x,,x{)’3 0 pour tout 1 (en multipliant les x] par
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des scalaires de norme 1 convenables). Comme (<x, ,xi)) n'est pas
sommable par construction, il existe une suite {a )éc . telle
qu'on ait encore 3> a, <xg,xyd = +oo ., D'aprds le théorema 2,ne
3, on peut trouver une suite [y e L @P avec "71“ = a, pour
tout 1. Soit pour tout i, yieF' tel que Hyi” =1,<y,¥1> =

= Iyil- a;+ On a done Z(xi,xi> (yi,yi) = +00, Il va résulter
du lemme plus bas que la suite (x @yi) est sommable dans 35?
et la suite (x! @yi) sommable dans E'@F'. Comme par hypothdse
E@F = E®F {iaomorphisme vectoriel-~ topologique) (x ayi) est
aussi une suite sommable dans E®&F. Comme E'GP' est un sous-
espace normé du dual de E@F, il résulte alors du n?4, th.l, co-
rollaire 2, que la suite ((xieyi,:imyi)) = (Kxg X)Ly )
est sommable, ce qul est contradictoire et achdve la démonstrati-
on de (1). - Il reste & reporter le

Lemme. Soit 1&p<+0o, et p' donné par 1/p+l/p'= 1.
Soient E et F deux espaces de Banach, soit (xijeﬁpéx, et
8oit (yi) une Buite dans F " scalairement de puissance _y.\fme
intégrable. Alors (x,®y,) est une suite sommable dang E®P.

(Ci-dessus, on appliquait ce lemme successivement pour
p=p' =2 et les espaces E et F, et pour p = 1,_9{(- +00 et
les espaces E' et F'). Preuve du lemme: Posons X = (xi}, Y =
= (yij, u(x,Y) = {xiayi). Supposons d'abord la suite X finie
(i.e. tous les x, saurvun nombre fini nuls), alors i(X,Y) est
une suite finie dans E®F, prouvons M; (u(x,Y)) ¢ M (x)n L (T).ce
la signifie aussei que si ( '}\1) est dana la boule unité de g 00m

a _IIZ?\ixi@yi"&Hp(I) l!p,(YJ, i.e, que si x' (resp. y') ap-
partient & la boule unité de E' (resp. F') ~on a

I(Z X, ®y,, x'Oy 21 ¢ H (x) H ,(Y). Or en effet, le premier
membre est lz?‘1<"1'x') ¥y | < Zl(xi,x!) ¥y | €

& Hxg 2Dl W<y o3> e & M (XD M, (X). Atned X —»u(X,Y) -




- 107 -

est une application linéuire continue, de norme £ M_,(Y),du sous
espace dense de Rpéfs formé des suites finies, dans l'espace

2]‘5{3 éF) des suites sommables dans Eé?, et se prolonge donc
par continuité en une application lindaire de norme <M _,(Y) de
Q,_péE dans 215(353'). On vérifie trivialement, par gontim.lité,
que cette application fait encore corrjapéndre, A X= (xi) et
Y = (yj_], la suite (xiayi) dans E®P, ce qui montre bien que
cette dernidre est sommable, et achdve la démonstration du lemme.

Pour prouver la formule (2) de la prop. 9, on voit aus-
sit6t, en appliquant la prop. 1 du n® 1, qu'il revient au méme de
prouver 1l'inclusion _253'cs°63' pour E' (noter toujours
que toutes ces é.pplicationa d'inclusion seront automatiquement
continues, en vertu du théoréme du graphe fermé). Dane le cas ol
sait que E' ou F' satisfait A& la condition d'approximation né
trique, 1l suffit de noter qu'il résulte de prop. 1 que l'applica
tion canonique’ E®F — E'é?' est aussi un isomorphisme Inu
premier espace sur le second (faire, avec les notations de prop.l,
El = Ea = E, 1"1 = Pz = F, vy et U, étant les applications iden
tiques), et que par suite du résultat déjA obtenu, E' doit donc
satisfaire A (1), ce qui achdve alors la démonstration., Dans le
cas ol on ne suppose pas que E' ou F' satisfasge A la condi-
tion d'approximation métrique, on doit répdter le -rais.o.;mement
qui a prouvéd (1), mais en permutant les r0les de E et E',F et
R,

On connait une classe importante d'espaces de Banach E
qul satisfont & (2) 2153-c 22(’53: les espaces Ll construits
sur une mesure quelconjue, ainsi que je 1'ai annoncé dans (6,th.1,
cor.}]. Plus généralement, on en conclut que les espaces B dont
le dual est isomorphe & un facteur direct d'un espace L‘” (ou, ce
qui revient au méme, dont le bidual eat isomorphe A un ractaur,d_i'_"
rect d'un espuace’ Ll), espaces que j'appelle "espaces du type 30'.
satiafont encore & la m#me propridté. Signalons que les espaces
de type ?‘o (ainsi que la catégorie dumle) s'introduisent de fa-
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gon trds naturelle dans la théorie des produits tensoriels topolo
giques (que je développe dans le Séminaire Mathématique de 1'Uni-
versité de Sao Paulo, 1954). Il semble assez plausible que la pro
priété 2_‘155‘ < 2..263 goilt une caractérisation des espaces du
type ?\O. 'Dualemeqt, 1'inclusion £2§E C._gan est une propri
&té remarquadle des espaces L™ et C(K), plus généralement des
espaces "du type ]"a" (i.e. dont le dual est de type ﬁ:oJ, et 11
semble donc méme que cette propriété soit caractéristique des es-
paces du type ’B’;. 5'il en était ainsi, un espuce qui satisfait A
la fois aux inclusions (1) et (2) de la prop. 9 serait & la fois
?«0' et "{'0: il n'est pas difficile de voir que cela implique que
E est méme de dimension finie (c'est par exemple une conséquence
des résuitats de [7))% Cela resoudrait donc en toute généralité

la question abordéesdans ce nf,

Ts S_ngﬁ_g_e_ propriété remarquable des espaces de Hilbert.

Le n? 4 nous apprend essentlellement qu'il existe “beau
coup™ d'applications linéairea.continues d'un espace de Hilbert H
donné dans un espace de Banach E de grande dimension. Il est fa
cile d'en déduire 1'énoncé suivant (équivalent au lemme de Dvore-
tzky-Rogers quant & l'essentiel): Soit n un entier >0, et
soit £ > 0, alors il existe un entier N tel gque pour tout espa
ce de Banach E de dimension 32N, on puisse trouver un sous-es-
pace vectoriel F de dimension n, et une norme sur 'l compri-~
se entre i[{xillla et [I{xiJ"m, fait donc de. R® un espace de Ba
nach ?1, enfin une application linéaire biunivoque de F sur F.,
de norme &£1, dont l'application réciproque soit de norme £ 1+€.
‘De fagon plus imagée,; E contient des sous-espaces qui sont, &
prds, isomorphes & R" muni d'une norme intermédiaire entre
&M, et |ltx )il - Dans cet énoncé, peut-on méme remplacer P,
par 1'espace hilbertien H = L2(n), en d'amutres tormes, pour n et
€ donnés, tout espace de Banach E de dimension assez grande ,
contient il un sous-espace isomorphe & g prds A l'espace H (espa
ce de Hilbert de dimension n)? Si r.-.ui, cette propriété, exprimde
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pour un espace H fixe de dimension n, et €50 variable,serait
une-nouvelle caractériaatan métrique de 1l'espace de Hilbert de
dimension n (car la réciproque se voit sans difficulté essentiel-
le; en prenant dans 1'énoncé souligné des espuces E qui sont des
espaces de Hilbert). D'ailleurs, il ne serait pas difficile d'en
déduire une curactériaation métrique, ainsi qu'une caractérisation
vectorielle-topologique des espaces de Banach (de dimension finie
ou infinie) isomorphes h nn eapace de Hilbert. Pour donner 1l'énon-
cé précis, aauoupliaaonq_lp .notion de "dimension linéaire” de Bana
ch, en disant qua 1'espace - noru‘ E a un type linéeire inférieur
4 celui d'un espace norgd F 8l on peut trouver un M > 0 fixe
tel que tout sous-espaée de dimension finie El de p soit isomor-
phe "A ¥ pris® A un sous-espace P, de F (1.e. 11 existe une
application linéaire biunivoque de El sur Pl' de norme £1,dont
l'application inverse a une norme <1+M); et que E a un type mé-
trique inférieur A celui de P, si la condition précédente est sa-
tisfaite pour tout M > 0. On peut alors montrer que la conjecture
envisagée ci-dessus implique gu'un espace de Banach H est iso-
morphe comme espace vectoriel—tagologigue (resp. comme espace nor-
mé) & un espace de Hilbert 81 et seulement si son type linémire
(resp. son type métrique) est inférieur & celui de n'importe guel
espace de Banuch de dimension infinie. En fait, blen entendu, 1la
conjecture n'est pas nécessaire que pour "seulement si", (et lui

est méme équivalent).
On peut remarquer, & l'appui de notre conjecture, qu'en

effet un espace de Hilbert a un type linéaire inférieur A celui

de n'importe quel espuce de Banach E de dimension infinie clas-

8ique, en particulier pour E = Lp (1&p<+o0), eapace 1P de ai-

mension infinie construit sur une mesure - par ailleurs quelcon

que. Dans le cas ol P est lu mesure de Lebésgue sur le segment
(0,1), on Buit en effet qu'on peut trouver, grice A 1la théorie

des séries trigonométriques lacunais (voir p.ex. [B]), un  sous=-

espace fermé H de dimension infinie de Lz, dont la topologie
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s0it aussi celle induite par les espaces Lp (L&p<&+00), d'ol
résulte que H, donc aussi tout espace de Hilbert, a un type 1iné
aire inférigzur A celui de Lp (pour 1g&p<+00). D'autre part,il
n'est pas"g’ifﬁcile de voir que pour 14 p<+00 donné), tous les
espaces LP de dimension’infinis, construits sur des mesures, ar
bitraires, ont méme type linéaire (et en particulier, ont méme ty
pe linéaire que 'gp), de sorte que notre assertion sur les espa-
ces de Hilbert est bien établie pour 1£p<+0to0. Quant au cas p =
= +00, il est bien connu que 8i on se fixe un espace E = Lfo de
dimension infinie, tout espace de Banach de dimension finie (ou
méme seulement séparable) est isomorphe & un sous-espace normé de
E (41 suffit en effet de le¢ montrer pour E = g““;, d'oh résulte
que tout espace de Banach & un type métrique (et & fortiori un ty
pe linéaire) inférieur & celui de E. (La m8me chose se présente
d'ailleurs si F est ud espace C(K) de dimension infinie,comme
on vérifie facilement). Cela achdve donc de prouver nos asserti-
ons relatives au type linéaire d'un espace de Hilbert.

On fera attention cependant qu'il n'existe pas d'isomor
phisme vectoriel-topologique de 22 dans 2_9, pour l& p<+00
[1, page 205). Cela illustre donc la nécessité, dans certaines
questions, d'élargir la notion de "dimension linéaire" de Banach

comme nous venons de le faire.
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