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Resumo. Este artigo possui dois objetivos. Primeiramente, fazemos uma breve introducdo aos ele-
mentos conceituais inerentes a embriogénese. Para tanto, dois dos principais modelos matematicos
relacionados, o modelo mecanico de Murray e o modelo de reacdo-difusdo de Turing, sdo discutidos e
suas diferencas conceituais explicitadas. Uma vez feito, propomos um novo modelo utilizando sistemas
dinamicos para representar o crescimento celular. Este novo modelo proposto é estendido de maneira
a considerar o desenvolvimento de um tecido composto por duas classes de células. Finalmente, séo
discutidas as consequéncias subjacentes a este tipo de abordagem na Biologia.

Palavras-chave. Sistemas dindmicos; Rea¢édo-difusdo; Modelo de Murray; Crescimento celular; Modela-
gem matemadtica; Proporc¢ao celular.

Abstract. This article has two objectives. Firstly, we conduct a brief introduction to the conceptual
elements of embryogenesis. In this context, two of the most important mathematical models in De-
velopmental Biology, the mechanical model of Murray and Alan Turing’s reaction-diffusion model, are
discussed and their conceptual differences made explicit. Furthermore, we propose a new model based
on Dynamical Systems to represent cellular growth. This new model is extended in order to consider the
development of a tissue comprised of two cell types. Finally, we discuss the strengths and weaknesses
of this approach in Biology.

Keywords. Dynamical systems; Reaction-diffusion system; Cellular growth; Murray model; Cellular propor-

tion.

Introducao

Os organismos apresentam uma imensa riqueza de for-
mas e padrdes estruturais. O estabelecimento dos padroes
e das formas ocorre a partir do desenvolvimento de uma
unica célula, durante o desenvolvimento do embrido em
animais e durante toda vida nos vegetais. Neste periodo
de desenvolvimento do organismo, novas e variadas es-
truturas morfoldgicas sdo formadas por uma seqiiéncia de
processos celulares que seguem, aparentemente, um plano
determinado.

Ainda nao se sabe como este plano de desenvolvi-
mento é estabelecido, nem se conhece exatamente o(s)
mecanismo(s) capaz(es) de gerar(em) o padrdo espacial
necessario para a construcgao dos diversos drgaos, e como
a informagdo genética é fisicamente traduzida nos pa-
droes e nas formas necessarias ao correto funcionamento
do ser vivo, permanece uma questdo aberta e instigante
na biologia.

Embora o mecanismo por certo seja geneticamen-
te determinado (Lawrence, 2001), os genes por si sé ndo
sdo capazes de criarem os padrdes observados. Os genes,
evidentemente, sdo cruciais no controle da formacio de

padroes e formas, mas a genética pouco nos diz sobre o
mecanismo real envolvido neste processo. Aparentemen-
te, o codigo genético apenas fornece o plano para a mor-
fogénese ao invés de uma descri¢do detalhada desta (Wol-
pert, 1977).

A determinagio da forma, como ja foi sugerido por
D’Arcy Thompson em 1917 no seu livro “On Growth and
Form”, encontra-se intimamente relacionada ao cresci-
mento celular. Utilizando as palavras de Thompson, “a
forma de um organismo é determinada pela sua taxa de
crescimento em varias dire¢des. Portanto, a taxa de cresci-
mento deve ser estudada como uma necessidade prelimi-
nar ao estudo teérico da forma” (Thompson, 1992).

Uma abordagem fenomenoldgica da formagdo de
padrdes e da diferenciagdo celular denominada “Informa-
¢do Posicional” foi proposta por Wolpert na década de 60.
Na tentativa de formalizar estas questdes, Wolpert intro-
duziu o The French Flag Problem (FFP) (Wolpert, 1969;
Wolpert, 1971; Wolpert, 1981).

O FFP pode ser dividido em duas perguntas que
abordam a questdo dos padrdes e da proporg¢io celular: (a)
como células contidas em um espago retangular podem se
diferenciar em bandas adjacentes, compostas por um ter-
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¢o de células azuis, um terco de células brancas e um terco
de células vermelhas, formando algo semelhante a bandei-
ra francesa, e (b) como esse padrao pode ser restabelecido,
caso uma parte das células seja removida, formando no-
vamente a proporgio entre os trés tipos celulares de 1:1:1.
O problema apresentado por Wolpert desta forma coloca
implicitamente a questdo da formagédo de padrdes bioldgi-
cos e do crescimento celular como processos associados.
De fato, para a regeneragdo de uma estrutura dotada de
certo padrdo como o sugerido por Wolpert ¢ necessario
que haja crescimento celular de tipos celulares diferentes
(no caso, azuis, bancos e vermelhos) nas posi¢cdes corretas
e que atinjam as propor¢oes originais.

Contudo, embora tanto a formacido de padroes
(como Wolpert sugere) quanto a determinac¢do da forma
estdo associados ao problema das propor¢des celulares,
este ltimo pode ser tratado de forma distinta em rela-
¢do aos dois primeiros. Como nota Slack (Slack, 2000),
o problema da regulagdo das propor¢des celulares existe
mesmo quando o 6rgdo nao tem forma ou padrio pre-
cisamente definido, a0 menos macroscopicamente, como
no caso do figado. Assim, o problema da regulacio entre
a quantidade de diferentes tipos celulares que se estabele-
cem para gerar uma estrutura orgéanica, tal como tecidos
e orgaos, pode ser pensado separadamente da questdo de
como os padrdes e as formas ocorrem. Nesse sentido, o
foco do presente artigo é um modelo matematico para a
formagéo de proporg¢des celulares e a manutengdo destas
propor¢des num tecido formado por dois tipos de células.

Modelos Matematicos

Os modelos matematicos constituem uma lingua-
gem para a formulagdo mais precisa de conceitos e permi-
tem levantar questdes mais claras a respeito do fendmeno
que se investiga, uma vez que a dedugdo em linguagem
comum freqiientemente envolve pressupostos nao explici-
tos, mas que estdo envolvidos e ndo sdo evidentes.

Alguns modelos matematicos foram propostos e
ddo uma indicagdo do papel da modelagem matematica
na tentativa de elucidar os mecanismos basicos envolvidos
no desenvolvimento.

A abordagem por meio da "Informacédo Posicional”,
proposta por Wolpert e ja citada, sugere que as células
sdo pré-programadas para reagir a certas concentragdes
quimicas e se diferenciam de acordo com o gradiente em
diferentes tipos de célula, como células da cartilagem, por
exemplo. O artigo geral introdutdrio de Wolpert (Wolpert,
1977) da uma descrigdo muito clara e ndo técnica do de-
senvolvimento de padrées em animais e o dos conceitos e
aplicagdes do modelo de "Informagao Posicional".

O modelo de Wolpert para a embriogénese separa o
processo de desenvolvimento em varios passos. O primei-
ro passo é a criagdo de um padrio espacial de distribuigdo
das concentragdes quimicas, a formagao de um gradien-
te quimico ou, como ¢ geralmente referido, a formacédo
de um gradiente de morfogeno. Desta forma, a idéia da
informagao posicional apoia-se sobre uma especificagio
quimica, a partir da qual a célula é capaz de ler sua po-
si¢do, encontrar sua coordenada e entdo diferenciar-se

de acordo, sofrendo as alteracdes apropriadas na forma,
migrando de acordo com tal gradiente, ativando genes es-
pecificos, etc.

E interessante notar que o modelo da “Informagio
Posicional” nao depende dos mecanismos especificos que
geram o padrio espacial do gradiente de morfégeno. Isto
significa que este modelo nao trata dos mecanismos ca-
pazes de criar primeiramente o gradiente utilizado pelas
células como guia, deixando esta questio aberta.

Um dos modelos mais importantes na biologia do
desenvolvimento foi formulado por Alan Turing, envolvi-
do na construgdo dos primeiros computadores nao-meca-
nicos da historia e responsavel pela quebra da encriptagdo
da maquina nazista Enigma, durante a Segunda Guerra
Mundial. O modelo de rea¢iao-difusio, como é conheci-
do, apresenta um mecanismo tedrico possivel para o sur-
gimento de padrdes em seres vivos. O modelo de Turing
¢ um modelo matematico formulado por meio de equa-
¢oes diferenciais e busca um mecanismo fisico-quimico
capaz de gerar um gradiente que sirva como guia inicial
para a morfogénese. As bases dessa teoria foram lancadas
por Turing no seu classico trabalho, "The Chemical Basis
of Morphogenesis" (Turing, 1990). Levin e Segel (Levin e
Segel, 1985) dao uma descri¢do breve e clara sobre essa
teoria e suas generalizagoes.

O modelo de reagao-difusdo de Turing envolve duas
substancias. Uma substincia hipotética P promove a pro-
dugdo de mais substancia P e também de uma outra subs-
tancia hipotética S. A substancia S, entretanto, inibe a pro-
dugdo da substincia P. O sistema de equagdes diferenciais
criados por Turing para descrever esse modelo demons-
tra que se a substancia S difunde mais rapidamente que a
substancia P, havera formacédo de picos de concentragdes
diferentes para a substancia P, ao invés da formagdo de um
meio completamente homogéneo. Isso quer dizer que, sob
certas condigdes, substancias quimicas podem reagir de
forma a produzirem um padrio espacial heterogéneo. A
difusdo até entdo era considera um processo estabilizador,
dai a grande novidade da idéia proposta por Turing.

O sistema de reagdo-difusdo proposto por Turing
ndo ¢ o tnico modelo matematico existente na embrio-
logia. De modo geral, as duas visdes prevalecentes sobre
a geracdo de padrdes que dominaram o pensamento dos
embriologistas nos ultimos anos sio o modelo de reagédo-
-difusdo de Turing e o0 modelo mecanoquimico proposto
por Oster e Murray, sendo este mais recente do que aque-
le. Descri¢des gerais desse ultimo modelo foram feitas
por Murray e Maini (Murray e Maini, 1986), por Oster
e Murray (Oster e Murray, 1989) e por Murray, Maini e
Tranquillo (Murray et al., 1988).

O modelo mecanoquimico leva em consideragio,
entre outras coisas, o papel que as for¢as mecénicas exer-
cem durante o processo de morfogénese e sobre a geragdo
de padrdes. Uma justificativa para a necessidade de tal
abordagem mecénica do desenvolvimento de padrdes em
termos celulares pode ser inferida a partir de Wolpert, em
1977; “E claro que a célula ovo ndo contém uma descriio
do adulto, mas sim um programa para a sua construgio,
e tal programa pode ser mais simples do que a descrigéo.
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Forcas celulares simples podem dar origem a mudangcas
complexas na forma de uma estrutura; parece que é mais
simples especificar como fazer formas complexas do que
descrevé-las”

Estas duas visdes sido completamente diferentes.
No modelo de reagao-difusdo, a forma¢iao de padrdes e
a morfogénese acontecem seqilencialmente. Primeiro, o
padrao de concentragdo quimica é estabelecido, entio as
células interpretam este padrdo quimico e diferenciam-se
de acordo. Portanto, nessa abordagem, a morfogénese é
essencialmente um processo subordinado determinado
somente apds um padrdo quimico ter sido formado. As
alteragdes na forma que ocorrem durante a embriogénese
nao estdo incorporadas nesse modelo, sendo este um dos
principais problemas desse modelo. Nio existe, contudo,
qualquer duavida a respeito do papel crucial desempenha-
do pelas substancias quimicas durante o desenvolvimento.
Ja o0 modelo mecanoquimico de Oster e Murray considera
a formagdo de padrdes e a morfogénese como um tnico
processo simultaneo. Neste modelo, o padrido quimico e
os movimentos celulares das células que formam os te-
cidos no embrido interagem de forma simultanea para
produzir o padrio espacial observado. Desta maneira, um
ponto particular a favor desse modelo é que 0 mecanismo
ai proposto tem o potencial de auto-correcéo.

O desenvolvimento do embrido é geralmente um
processo muito estavel e pode se ajustar a vérias perturba-
¢des externas. O modelo de desenvolvimento baseado em
padrdes quimicos pré-formados que servem de guia para
a morfogénese nao tem a capacidade de auto-corre¢io, o
que inviabiliza os ajustes necessarios que o embrido deve
fazer durante o desenvolvimento.

Apesar das diferengas conceituais entre o modelo de
Turing e o modelo de Oster e Murray, ambos sdo formu-
lados matematicamente utilizando sistemas de equagdes
diferenciais. Desta forma, os dois modelos sdo sistemas
cuja dindmica dos elementos envolvidos (concentragio
de células e substancias, numero de células, etc.) é obtida
pela resolugdo das equagdes diferenciais, que podem ser
solucionadas tanto numérica quanto analiticamente, de
acordo com a conveniéncia e complexidade de cada mo-
delo. A forma matematica que ¢ utilizada para a descrigdo
e manipulac¢do destes sistemas é, portanto, a mesma.

Modelagem e Resultados

O crescimento de células que tém a taxa de divisdo
alterada por certas substancias pode ser representado por
um sistema de equagdes diferenciais. Esta forma de repre-
sentar interagdes entre elementos que atuam uns sobre
os outros pode ser encontrada na Ecologia, por exemplo,
onde ¢ utilizada para descrever a dinamica de popula-
¢oes. Um modelo muito utilizado para descrever a inte-
ragdo entre presa e predador, por exemplo, é o modelo de
Lotka-Volterra, que é um sistema dinamico formado por
equagoes diferenciais no qual a oscilagio do nimero de
presas e predadores pode ser observada nas solu¢des desse
sistema.

Por exemplo, o sistema 1.1 de equagdes diferenciais
representa um modelo de crescimento para um tnico

tipo celular. As células ai representadas produzem uma
substancia hipotética que estimula a divisdo celular, aqui
chamada de morfogeno. Algumas perguntas interessantes
podem ser formuladas a respeito desse sistema, tais como:
a populagio de células nesse modelo atinge um tamanho
determinado, ou seja, ha um ponto de equilibrio ou a
populacido cresce indefinidamente?; e se ha um ponto de
parada para o crescimento, que caracteristica do modelo
interfere na quantidade maxima de células que esta popu-
lagdo pode atingir?

O sistema 1.1 é uma formulagdo matematica e nio
ambigua do modelo acima descrito. A andlise desse sis-
tema pode responder de forma precisa as perguntas aqui
levantadas.

Neste sistema, a quantidade de células num dado
instante é dada por x(t). = é a taxa de varia¢do instan-
tanea de x(t), ou seja, é quanto a populacdo celular esta
variando num dado instante e pode adotar tanto valores
positivos, no caso de um aumento no numero de células,
quanto negativo, no caso de haver diminui¢ao na quanti-
dade de células. A concentragido de morfégeno, em unida-
des arbitrérias, é dada por y(t) e sua variacdo instantanea
no tempo ¢ dada por y, sendo que esta concentragio é
alterada quando ha interagdo de moléculas de morfogeno
com células, isto é, quando ha consumo de morfégeno.

& = ax — bz + cxy

(1.1) y=G(x) —dxy — ey

As taxas que envolvem a interagdo entre células e
morfégenos presentes no meio sao bxy e -dxy. Os coefi-
cientes que definem o ganho dessa interagdo para a taxa
de varia¢do do nimero de células e para a taxa de variagdo
da concentragao de morfégeno sao diferentes e tém sinais
contrarios. Isso acontece porque a ligacdo de um morfoge-
no a um receptor celular inutiliza a molécula e simultane-
amente induz a divisao celular. O coeficiente b determina
o ganho da interacio entre morfégeno e célula para a taxa
de variagao da quantidade de células no sistema, enquanto
que o coeficiente d determina o ganho dessa mesma inte-
ragdo para a taxa de variagdo da concentra¢ao de morfo-
geno no sistema.

Como nesse modelo o morfogeno liberado pelas
células ndo permanece indefinidamente no meio e se de-
grada apos certo tempo, o parametro e determina a perda
de morfégeno devido a degradagdo natural deste no meio.

As células, as quais poderiam definir um tecido, por
exemplo, podem sofrer tanto morte quanto crescimento
celular natural, que sdo processos controlados por meca-
nismos inerentes a propria célula e independentes da pre-
senca de morfégeno respectivamente definidos em termos
médios pelos pardmetros c e a.

A analise da estabilidade do sistema ¢é realizada sem
a defini¢ao explicita da fun¢éo G(x). Essa fungao é respon-
savel pela taxa de produgdo de morfégeno pelas células
em um dado instante de tempo e depende exclusivamente
da concentracio celular no meio. Esta fun¢io reflete, em
termos médios, os mecanismos aqui ndo explicitados, de
sintese do morfogeno, podendo se aproximar de qualquer
fun¢ido matematica, como uma fung¢éo exponencial, loga-
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ritmica, polinomial, etc. Entretanto, a analise dos critérios
de estabilidade realizada com G(x) ndo definida explicita-
mente permite determinar as propriedades que G(x) deve
ter para tornar o sistema de células estavel. Isso possibilita,
talvez, uma busca por biomoléculas em dados empiricos
com propriedades que satisfacam esses critérios tedricos,
a fim de testar a validade do modelo criado. De qualquer
maneira, a0 menos duas premissas existem em relagdo a
funcio G(x): se ndo ha células presentes (i.e., x = 0), entdo
G(x=0) = 0, ou seja, na auséncia de células nao ha produ-
¢do de morfogenos; e G(x) = 0, ou seja, G ¢, sempre, uma
funcao positiva.

Os pontos de equilibrio sdo obtidos pela resolucdo
do sistema quando ndo ha mais varia¢cdo na concentragio
das células e dos morfogenos.

Assim, pela resolucédo do sistema 1.2, obtemos os se-
guintes pontos de equilibrio:

0 = az — bz? + cxy

0=G(z) - dey — ey (1.3)

(0’ m) (1.2a)

<(ad - ;i)d +VA | di%i) (L2b)
(=B GEY o

onde, A = (ce - ad)? + 4cd(ae + bG(x*)). Como G(0) =0, o
ponto de equilibrio (1.2a) fica igual a
(0,0) (1.2d)

Além disso, para este modelo néo faz sentido uma
concentra¢do de células negativas. Entdo, como (ad-ce) é
menor que VA, o valor de x* do ponto 1.2 é negativo e este
ponto de equilibrio ndo convém.

Uma vez que os pontos de equilibrio foram determi-
nados, os critérios de estabilidade sdo obtidos em fun¢io
dos sinais dos autovalores, A, que devem todos ter parte
real negativa para que o ponto seja estavel.

Os autovalores sdo as raizes do polindmio caracte-
ristico, obtido da seguinte equagdo matricial: det(J-A\*I)=
0, onde ] é a matriz de coeficientes das equagdes lineari-
zadas, denominada Jacobiana, e I é a matriz identidade.

Assim, substituindo na equagdo 1.3 os pontos de
equilibrios validos para nosso modelo, isto é, os pontos
1.2a e 1.2b, ¢ possivel obter o polindmio caracteristico e
proceder com a analise dos critérios de estabilidade.

(a+by* — 2cx™) — A bx*
0C =0 (1.3)
—dy* + — —dz* —e— A\
O

O ponto de equilibrio 1.2a (0,0) é sempre instavel,
pois um dos autovalores vale 4, ou seja, é positivo. Ja o
outro ponto de equilibrio, 1.2b, pode ser estavel sob certos
critérios.

Para que o ponto 1.2b seja estével é necessario que
os autovalores do polindmio caracteristico associado a
este sejam negativos na sua parte real. Para tanto, as ine-

quagdes 1.3a e 1.3b devem ser satisfeitas. A condi¢do da
inequagdo 1.3a é sempre satisfeita, pois suas incognitas
sempre tém valores nulos ou positivos. Assim, basta ana-
lisarmos a inequagdo 1.3b para obtermos os critérios de
estabilidade dos pontos em questao.

B=(d+c)z*+e>0 (1.3a)
C =adz™ 4 ae + bG(z™) + bdz™y™ - - -
7bx*8G($*) >0 (1.3b)
ox

Um critério suficiente para que C seja sempre maior
que zero é obtermos uma fun¢io G(x) cuja derivada par-
cial neste ponto de equilibrio seja negativa, ou seja, 6G(x*)/
Ox seja negativa. Esta é uma caracteristica que a func¢éo
G(x) deve ter para tornar o sistema estavel, ja que o ponto
de equilibrio em questdo é o tnico que pode apresentar
estabilidade.

O critério acima mencionado ¢é apenas suficiente.
Isso significa que uma §G(x*)/dx positiva também pode
resultar em um sistema estavel para um certo conjunto de
parametros. Tendo em vista isso, uma andlise numérica
pode ser realizada com a intengdo de determinar a possi-
vel distribuicdo destes parametros que tornam o sistema
estavel mesmo quando a derivada em questio for positi-
va. O resultado desta simulagdo esta no grafico da Figura
1, que relaciona o valor assumido por C para diferentes
valores de §G(x*)/6x. Note que, para valores negativos de
O0G(x*)/dx sempre obtemos valores de C positivos.

100 -

75~

50 -

. !
-2 -1

0
8G/8x

Figura 1. Valores de C versus 6G/dx, obtidos por simulagdo nu-
mérica das equagdes 1.3a e 1.3b com valores aleatérios dados para
os pardmetros do sistema 1.1. Note que a regido de 6G/éx < 0 esta
associada, somente, a valores positivos de C, garantindo a estabi-
lidade do ponto de equilibrio. Por outro lado, a regido 6G/éx > 0
pode gerar valores de C menores do que zero (retangulo vermelho
de realce), representando pontos de equilibrio instaveis.

E claro que o sistema 1.1 ndo é muito interessante
devido ao fato de nele existir apenas um tipo de célula. O
sistema 2.1 representa um modelo mais interessante que
envolve dois tipos celulares e desta maneira permite a ana-
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lise de questdes relacionadas a proporg¢ao celular.

Este segundo modelo ¢ constituido pelo sistema de
equagoes diferenciais de primeira ordem 2.1. A taxa de
variacdo das concentracdes celulares neste sistema estd
representada por = e z. x(t) e z(t) representam a quanti-
dade de células que existem num determinado instante no
sistema, portanto. ¢ e w representam a taxa de variagio
instanea dos morfogenos, sendo que y(¢) e w(t) indicam a
concentra¢ao de morfogenos num certo instante.

O morfégeno y é produzido pelas células do tipo x
e, desta maneira, tem a sua taxa de variagdo afetada pela
funcdo G(x) que depende da concentracido de células do
tipo x. Ja o morfégeno w é produzido por células do tipo z
e sua taxa de variagao ¢ afetada pela fun¢do H(z).

Estas fungdes que afetam a concentragdo dos mor-
fégenos (G(x) e H(z)) e sdo dependentes da concentragio
celular, semelhante ao que ocorre com a fun¢ao G(x) do
sistema 1.1, devem ter certas caracteristicas para o sistema
ser estavel, embora ndo tenham sido definidas explicita-
mente. Assim, considera-se que tanto G(x) como H(z) va-
lem zero quando néo ha células no sistema, ou seja, G(x*)
=0 para x* = 0 e H(z*) = 0 para z* = 0. Além disso, estas
duas fun¢des nunca assumem valores negativos, pois estio
associadas exclusivamente a produgdo de morfégeno.

& = ax + brw — ca?
y=G(z)—dy
/=G ) 2.1
z=ez+ fzy — kz
w = H(z) —mw
0 = az + bzw — ca?
0=G(z)—dy
9 (2.2)
0=ez+ fzy — kz
0=H(z) —mw
a+bw* —2cx* 0 0 bx*
oG 0 0
J = ox
0 fz* e+ fy*—2kz* O
OH (z*)
L0 v

(2.3)

Quando ndo hd mais variagdo tanto no numeo de
células quanto na concentragao dos morfégenos o sistema
2.1 estd em equilibrio. Esta situagdo é representada pelo
sistema 2.2. Assim, os pontos de equilibrio de 2.1 sdo obti-
dos pela solucdo do sistema 2.2. Os pontos de equilibrio,

portanto, sao:
(0,0,0,0) (2.3a)

(2.3b)

<%,@,0,0) (2.3¢)

a+bw* G(z*) e+ fy* H(z*)
( c T d Tk ' m (2.3d)
O polinémio caracteristico é o seguinte para este
sistema:
(a+bw* - 2cx* - N) (-d-M)...
(e + fy* - 2kz* - A) (-m-A)...

) ()

Os autovalores sido obtidos diretamente pela subs-
tituicao dos pontos de equilibrio em 2.4. Autovalores po-
sitivos indicam instabilidade, enquanto que autovalores
negativos estabilidade.

O ponto 2.3a é instavel pelos autovalores positivos A
=a e = e o ponto 2.3b é instével pelo autovalor positivo
A =a + bH(z*)/m; o ponto 2.3¢ é instavel pelo autovalor
positivo A = e + fG(x*)/d. Quanto ao ponto 2.3d, embora
ndo se possa obter diretamente os autovalores, a condi¢do
para que este ponto seja estavel pode ser obtida apropria-
damente. A condi¢ido que torna estavel este ponto é:

OG(x*) 0H(z*)  cdkm
or 02 " bf (2.5)

(2.4)

Esta relagdo, uma vez obedecida, garante a estabili-
dade do sistema 2.1. Além disso, como neste sistema ha
participagdo de dois tipos celulares, é possivel, uma vez
conhecida a estabilidade do ponto de equilibrio 2.3d, es-
tabelecer a relagdo de propor¢do entre os tipos celulares
quando o sistema atinge o equilibrio. Isto é importante
uma vez que o foco é justamente o estudo dos pardmetros
que influenciam na formagdo das propor¢des celulares,
bem como dos pardmetros que estdo relacionados com
manutengdo destas proporg¢des. A relagdo de escala entre
os dois tipos celulares presentes no sistema 2.1 é, entéo:

o ka + k)
— = (2.6)
Y CeJrCfG(;E )

Uma grande quantidade de modelos dindmicos po-
dem ser formulados de maneira semelhante aos sistemas
1.1 e 2.1. Entretanto, a possibilidade de formula¢do de um
modelo desta maneira ndo garante que a andlise do sis-
tema resultante seja direta. Isto quer dizer que o sistema
obtido pode ser de dificil andlise e resolugio, no qual as
condicoes de estabilidade dos pontos de equilibrio, por
exemplo, sejam tdo dificeis de obter que mesmo a ana-
lise numérica das condi¢des de equilibrio nao revelara
qualquer propriedade significativa sobre o modelo. Além
disso, a formulagdo de um modelo conceitual nesta lin-
guagem matematica de forma alguma assegura qualquer
grau de veracidade ao modelo conceitual. Desta forma, a
formula¢do matematica funciona como uma linguagem
mais exata e clara para o tratamento do modelo conceitual
e das implicagdes deste.
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Discussao e Conclusao

Modelos matematicos tais como o modelo de reacio-difu-
sao de Turing fazem parte dos esforgos iniciais para criar
uma explicagio sobre a emergéncia das formas bioldgicas
no periodo anterior ao ano 1953, quando a estrutura do
DNA ainda nio tinha sido elucidada por Watson e Crick.
Estes esfor¢os apostavam nido em andlises experimentais
realizadas em sistemas bioldgicos, nem em conceitos bio-
légicos, mas sobretudo em modelos fisicos e matematicos
baseados em conceitos exclusivamente fisicos e quimicos.

O fato é que nenhum destes esfor¢os teve um efeito
notavel no que subseqiientemente emergiu como a estru-
tura explicativa dominante da biologia (Keller, 2002). Tal
estrutura explicativa, como todos sabem, é fornecida pela
genética. Nenhum dos modelos aqui apresentados incor-
pora os genes como uma base para a explicagao dos fend-
menos relacionados ao desenvolvimento. Assim, de uma
perspectiva atual, apenas esse fato coloca estas primeiras
tentativas num periodo histérico diferente e talvez difi-
culte a aceitagdo dessa abordagem por parte dos bidlogos
experimentais (Keller, 2002).

Entretanto, apesar dos avangos significativos no
estudo do transcriptoma e do surgimento de novas fer-
ramentas moleculares, a biologia molecular ainda nao ¢é
capaz de fornecer um modelo explicativo de como a in-
formacdo contida nos genes é traduzida nos padrdes e nas
formas estruturais necessarias ao funcionamento dos se-
res vivos.

Certamente, existe ao longo da histéria uma dificul-
dade e uma resisténcia na aceitagdo de qualquer explica-
¢d0 mais geral em termos tanto molecular quanto fisico-
-quimicos para o desenvolvimento. Cada uma dessas duas
abordagens tem atraido a aten¢do da comunidade cienti-
fica, mas nenhuma delas foi capaz de criar um modelo de
ampla aceita¢do na biologia do desenvolvimento.

O célculo e as equagdes diferenciais sdo as principais
ferramentas para a aplicagdo da matematica a Biologia,
da mesma forma como ocorre na Fisica, e ndo devem ser
entendidas de maneira alguma como algo melhor para a
abordagem dos problemas naturais. Os modelos matema-
ticos constituem uma linguagem artificial para a formula-
¢d0 mais precisa de conceitos e permite levantar questoes
mais claras a respeito do modelo que se investiga, uma vez
que a dedugdo em linguagem comum freqilentemente en-
volve pressupostos nio explicitos, mas que estdo envolvi-
dos e ndo sdo evidentes.

A vantagem de utilizarmos simbolos artificiais ao in-
vés de palavras reside na brevidade e clareza das formula-
¢Oes simbdlicas. Uma sentenca que é extensa se escrita em
linguagem comum (e, portanto, a clareza é afetada) pode
ser representada simbolicamente e tornar-se muito mais
sintética. Brevidade e clareza facilitam a manipulagio,
comparagdo e inferéncia num grau extraordinario. Essas
duas vantagens aparecem nas formulagdes matematica,
como nos sistemas aqui apresentadas. Se os matematicos
tivessem ficado confinados a palavras e ndo utilizado os
nimeros e outros simbolos especiais, o desenvolvimento
da matematica até o nivel atual ndo teria sido apenas mais

dificil, mas humanamente impossivel. Para apreciar essa
questdo, é preciso apenas uma tentativa de traduzir para
linguagem comum uma férmula tdo elementar quanto
(x+y)"3 =... (dois numeros arbitrarios somados e elevados
ao cubo...).

O método simbdlico deu aos matematicos uma van-
tagem na investigagdo sobre as propriedades dos nime-
ros, conjuntos, fun¢des numéricas, etc. O papel dos mo-
delos mateméticos na Biologia talvez seja exatamente este,
isto ¢, juntamente com a experimentac¢io, ajudar a testar
os limites de um modelo.
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