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José Guilherme Chaui-Berlinck
Departamento de Fisiologia, Instituto de Biociências, Universidade de São Paulo

O senso-comum diz que corpos maiores caem mais depressa. A observação e o racional científicos mostram 
que não. O senso-comum diz que a Terra está parada e tudo gira ao seu redor. A observação e o racional cientí-
ficos mostram que não. O senso-comum garante que as espécies são estáticas, que herdar caracteres adquiridos é 
possível como regra, que existe uma escala de importância biológica, com o Homo sapiens no topo, sem dúvida. A 
observação e o racional científicos mostram que não. O senso-comum propala que o experimento e a observação 
são os elementos de maior valia para o entendimento do universo que nos cerca. O racional científico mostra que 
não. Ops ...

Por estranho que possa parecer, uma parte significativa de cientistas tem seus olhos voltados para a observa-
ção (experimentação) em completo detrimento da teorização. Na verdade, infelizmente, esse conjunto nada despre-
zível de cientistas tem uma atitude semelhante à do leigo, ou seja, eles aceitam suas observações como “fatos dados 
do universo”. Em outras palavras, estes cientistas confundem a observação com a interpretação e as transpõem 
como realidade: senso-comum. 

As Ciências Biológicas, em seu quadro geral, tanto no exterior quanto no Brasil, ainda têm arraigado o con-
ceito da “observação pura”  como elemento chave no processo científico. A título de exemplo, a grande maioria e a 
imensa maior parte das revistas científicas da área mantém uma secção de “Material e Métodos” , com origem na 
“metodologia científica”, supostamente um “algoritmo único de exploração do universo”. Por outro lado, particu-
larmente, nunca me deparei com uma secção de “Teoria e Modelos Subjacentes às Coleta e Análise”. Isto, contudo, 
vêm mudando. Existe uma certa pressão para que o ensino da biologia passe a ter um caráter de cunho mais teórico, 
o que irá se refletir, inexoravelmente, no modus operandi das pesquisas. Mas, aonde quero chegar? A Ciência não 
é a observação, a Ciência não é a modelagem. A Ciência depende de um misto destes dois componentes. Por que? 
Porque ...

Ciência é a experiência que pode ser compartilhada.
Portanto, é óbvio que existe uma necessidade de se ter uma secção de “Material e Métodos”. Isso faz parte do 

jogo de se dizer o modo como se procedeu uma dada observação. Contudo, sem a secção “Teoria e Modelos Subja-
centes”, o mesmo conjunto de dados que serve para discutir processos evolutivos, serve para comprovar o Desenho 
Inteligente. A secção “Teoria e Modelos Subjacentes” faz parte do jogo de se explicitar a teia desse conhecimento 
compartilhado, de modo que se possa traçar o caminho percorrido, propor novos e reconhecer erros. Isso é a cons-
trução do conhecimento científico, sem magias ou atos de fé. E, se o leitor notar, em nenhum momento coloco a 
secção “Teoria e Modelos Subjacentes” acima da secção “Material e Métodos” – ambas são complementares. O que 
não pode ocorrer é esta secção, de “Teoria e Modelos subjacentes”, ficar esquecida nos frascos de formol. Conser-
vada, é verdade, mas apenas para ser observada de longe, e, de preferência, intocada. 

Este volume da Revista da Biologia não pretende ser uma apologia à “teoria”, como o título possa sugerir. Ao 
contrário, a pretensão é explorar como as abstrações – i.e., os modelos teóricos – são fundamentais para as obser-
vações, e como as observações dão movimento às abstrações. 

Em seu artigo “Abordagem teórica na ecologia”, Mandai apresenta modelos relacionados à dinâmica de popu-
lações, uma faceta de extrema importância na Ecologia. A autora discute como a interpretação dos dados depende 
do modelo escolhido e como o entendimento dos processos de distribuição de espécies necessita ter um embasa-
mento teórico firme.

No artigo “Modelos de estratégia de busca”, Marques faz uma ampla apreciação do nosso entendimento de 
como animais podem maximizar suas chances de encontrar alimento ou outros “alvos”. Baseado em suas próprias 
simulações, o autor discute como uma estratégia extremamente simples de busca pode, de fato, ser o processo sub-
jacente aos percursos adotados pelos organismos.  

Natali tem o foco voltado para eventos de comunicação entre indivíduos de uma dada espécie. Em seu artigo, 
o autor aborda, por uma via termodinâmica, o possível modo de se minimizar a quantidade de processamento de 
informação quando um conjunto de indivíduos interage continuamente, como, por exemplo, o coro de anuros à 
beira de lagoas, o trinar de grilos num bosque, os flashes de vagalumes em árvores. Seus resultados indicam que a 
provável causa da semelhança na emissão de sinais por indivíduos da mesma espécie vai muito além de uma mera 
semelhança morfofuncional entre os indivíduos.

Como as estruturas têm determinadas formas e padrões não é assunto esclarecido, e novas questões surgem 
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a todo instante trazendo inúmeros enigmas à Ciência. No artigo “Um modelo de crescimento celular”, Romero 
faz um apanhado de algumas teorias de desenvolvimento e apresenta seus resultados de simulações com sistemas 
dinâmicos para tentar entender a relação de proporções entre diferentes tipos celulares em estruturas em desen-
volvimento. 

Já numa questão de forma do indivíduo, Salles apresenta um intrincado, porém simples, modelo de como 
ramificações em árvores resultam de um possível balanço entre necessidades estruturais e energéticas. O modelo 
é elaborado a partir de um grande conjunto de dados de perímetro e comprimento de ramificações, obtidos pelo 
autor, e ajustados por linearizações, que permite uma importante discussão acerca da estrutura de copas.   

Procuramos manter os textos com uma matemática que possa ser acompanhada sem muitas dificuldades. 
Isso não significa que não haja rigor. E, também, poderá não ser tão simples quanto imaginamos. Contudo, espe-
ramos que os leitores possam desfrutar de diversas abordagens em temas variados, cujo foco central é, sempre, a 
apreciação de como a modelagem teórica não pode passar ao largo da (ou na) biologia contemporânea. 

Para irmos aquecendo os motores e colocando os discos rígidos para rodar, temos um texto jocoso sobre 
entropia, este pequeno monstro que assombra todos os cantos e recantos da Ciência. A entropia e seu “inexorável” 
aumento ganharam um status de Lei acima das leis, porém o fato é que poucos, mesmo entre físicos, químicos 
e engenheiros, têm completa clareza do significado deste ente. A confusão começa ao se assumir entropia como 
bagunça ...
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Resumo. A aplicação de abordagens teóricas se dá por meio da proposta de modelos. Os modelos são, 
na maior parte, quantitativos, e podem ser vistos como descrições simplificadas do mecanismo de atu-
ação dos processos estudados. Por explicitarem e isolarem o processo de interesse, um dos objetivos 
de se trabalhar com modelos é a produção de cenários teóricos que podem ser contrapostos aos dados 
observados. As discrepâncias entre esperado e observado são utilizadas, então, para rejeitar a teoria 
subjacente ou refinar premissas. Nesta revisão, eu apresento um exemplo de aplicação da abordagem 
teórica em uma área da biologia - no caso a ecologia - e discuto de que forma a abordagem influenciou 
o entendimento dos padrões observados em diversas escalas dentro da disciplina em questão.
Palavras-chave. Teoria; Biologia; Padrões; Processos.

Abstract. The application of the theoretical approach is driven by the proposition of different math-
ematical models. Currently, such models are mostly quantitative, and can be viewed as a simplified 
description of the mechanisms underlying the processes in focus. One goal of working with models 
is to produce expected theoretical scenarios that can be contrasted with empirical data. The discrep-
ancies between the pattern generated by these models and the empirical data can be used to reject 
the underlying theory or refine the assumptions. In this article, I present an example of application of 
a theoretical approach in an area of biology, in this case ecology, and I discuss how it influenced the 
understanding of the empirical patterns in many scales within the area.
Keywords. Theory; Biology; Patterns; Processes.

Introdução

Enquanto cientistas empiricistas estudam sistemas reais 
em laboratório ou em campo, cientistas teóricos estudam 
sistemas idealizados (Wilson, 2000), em uma imitação 
simplificada dos sistemas reais (Vincenot et al., 2011). 
Essa simplificação se dá ao considerar apenas os processos 
que se acredita serem os determinantes para a construção 
do cenário observado, assumindo que outros fatores inde-
sejados e/ou não-controlados não o influenciam. Tal re-
presentação teórica do mundo real é denominada modelo 
e é por meio da construção desses modelos que a aborda-
gem teórica na biologia é aplicada. No caso da biologia, 
os principais modelos propostos, além de conceituais, são 
também quantitativos (May, 2004), que é uma forma de 
tradução ou transformação das abstrações de uma teoria 
para uma linguagem que permita a aplicação e o teste das 
mesmas (Sheiner e Willig, 2011).

Como exemplos de aplicação de modelos quantita-
tivos em áreas da biologia, podemos citar: a construção 
dos modelos de dinâmica de populações (Gotelli, 2007) e 
comunidades (May, 1975); modelos em genética de popu-
lações com base na teoria qualitativa de Darwin (Fisher, 

1958), e modelos epidemiológicos na previsão e controle 
de epidemias (Nowak e May, 2000). As previsões desses 
modelos podem ser comparadas a dados empíricos, cujas 
divergências são utilizadas no aprimoramento dos mode-
los e das teorias de origem (Hardin, 1960). O refinamento 
dos modelos se dá a partir da alteração das premissas dos 
mesmos (Gotelli, 2007). 

O objetivo das propostas de modelos, porém, pode 
ir além dos testes experimentais de suas previsões. Eles são 
importantes também na construção dos possíveis cenários 
biológicos que os processos de interesse podem produzir. 
O estudo desses cenários permite explorar uma variedade 
de “mundos possíveis”, provocando insights pouco intui-
tivos que trazem maior organização de pensamento e ra-
ciocínio (May, 2004), e, acelerando, portanto, o progresso 
das diferentes áreas do conhecimento em que os modelos 
são aplicados. 

Esses modelos quantitativos podem ser grosseira-
mente separados em duas grandes categorias: (1) analíti-
cos e (2) estocásticos. Os modelos analíticos são os mais 
tradicionais e são frequentemente baseados na formulação 
dos sistemas em termos de equações diferenciais, que per-
mitem a realização de análises de estabilidade e busca de 
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pontos de equilíbrio, resultando em representações gráfi-
cas, dos possíveis cenários do sistema. Por esse motivo, os 
modelos analíticos são comumente chamados de modelos 
determinísticos, porque o intuito é poder prever a traje-
tória do sistema em questão, independente das condições 
iniciais. Entretanto, os modelos analíticos representam 
uma visão muitas vezes simplificada demais da realidade, 
em que apenas poucos processos podem ser considerados. 
Isto porque, ao se considerar simultaneamente um núme-
ro grande de processos, os modelos se tornam matemati-
camente intratáveis, tornando a construção das previsões 
impossível ou muito dependentes das condições iniciais. 

Muitos dos sistemas biológicos, entretanto, não são 
tão previsíveis e apresentam um componente estocás-
tico importante. Os eventos estocásticos, por definição, 
são aqueles que estão associados a uma probabilidade 
de ocorrência. Neste sentido, eles podem ou não ocorrer 
dependendo desta probabilidade, o que é o oposto a um 
evento em um modelo determinístico, em que o acaso 
nunca exerce qualquer papel. Processos biológicos ineren-
temente estocásticos são, por exemplo, as taxas de nasci-
mentos: o fato de os indivíduos de uma população terem, 
em média, 3 filhos por ano não significa que cada um dos 
indivíduos gerarão exatamente 3 filhos em um ano.

Em vista do papel fundamental que os modelos 
quantitativos têm no avanço conceitual em muitas áreas 
da biologia, alguns autores têm destacado a necessidade 
de um incremento de disciplinas quantitativas nos cur-
rículos de graduação em biologia (Nowak e Sigmund, 
2004). Gotelli (2007) reforça a ideia para os ecólogos em 
seu livro A primer to ecology e diz que, apesar da reconhe-
cida repugnância dos biólogos em relação aos métodos 
quantitativos, para atuar na área de ecologia é necessário 
encarar um pouco de matemática, uma vez que esta é uma 
aliada essencial para entender os processos ecológicos. 
Neste artigo, pretendo mostrar de que maneira modelos 
quantitativos podem ser aplicados à biologia, utilizando 
como exemplo modelos tradicionais estudados na ecolo-
gia, cujas concepções modificaram e criaram a ecologia 
como a conhecemos atualmente.

Exemplo de abordagem teórica na biologia
Um dos principais objetivos da ecologia de popula-

ções é identificar: (1) o que determina a abundância média 
das espécies; (2) o que gera as flutuações ao redor deste 
número e (3) qual o papel das interações entre as espé-
cies na regulação das populações (May e McLean, 2007). 
A abundância de uma espécie em um estudo de popula-
ções é, portanto, a variável-chave a ser modelada (Gotelli, 
2007), ou seja, aquela sobre a qual as leis serão aplicadas 
para prever sua dinâmica (i.e. variação no tempo). 

Entre os modelos matemáticos mais simples e tradi-
cionais na biologia estão os modelos de dinâmica popula-
cional, em que o intuito é descrever a variação do número 
de indivíduos nas populações biológicas com a inclusão 
de alguns processos, como por exemplo, competição e 
predação (Renshaw, 1991). Tais dinâmicas são, em geral, 
descritas por equações diferenciais que retornam valores 
previstos para a variação nas abundâncias em um curto 

intervalo de tempo. A solução das equações diferenciais 
descrevem, portanto, a variação da abundância da popu-
lação de interesse no tempo contínuo.

A proposta de um desses modelos foi crucial para 
formalizar uma das constatações observacionais/expe-
rimentais mais fundamentais da ecologia: o princípio da 
exclusão competitiva , também conhecida como Lei de 
Gause, em referência ao primeiro autor a obter uma cor-
roboração experimental do princípio (Gause, 1934). O 
princípio diz que uma população de uma espécie tende 
a crescer rapidamente quando sua abundância é peque-
na, e conforme ela aumenta, por competição de indiví-
duos da própria espécie (i.e.competição  intraespecífica), 
seu crescimento é freado até que sua abundância atinja 
um valor máximo (Figura 1), limitada pelo suprimento 
alimentar. Esse tipo de crescimento é previsto pelo mo-
delo de crescimento logístico. Além disso, se indivíduos 
de duas espécies consumirem o mesmo recurso limitante 
e ocuparem o mesmo local, e por isso competirem entre 
elas (i.e.competição interespecífica), aqueles que perten-
cerem à espécie que for uma competidora superior sempre 
prevalecerão e suprimirão a outra espécie até a extinção 
(Grinnell, 1904). O modelo matemático que previu tal ob-
servação entre seus cenários foi o denominado modelo de 
competição de Lotka-Volterra, cujo processo subjacente é 
a competição. 
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Figura 1. Crescimento populacional segundo o previsto pelo 
modelo de crescimento logístico com apenas uma espécie. No 
período inicial em que a abundância é baixa, o crescimento é rá-
pido (i.e inclinação da curva é maior). À medida que o tamanho 
da população aumenta, a taxa de crescimento reduz até chegar a 
zero, quando a população atinge o tamanho máximo que o am-
biente suporta (- - -). A esse tamanho máximo dessa população, 
suportado pelo ambiente, é dado o nome de capacidade de su-
porte do ambiente, conhecido na literatura pela letra K.

O modelo de competição de Lotka-Volterra é o que 
há de mais simples para descrever interações competiti-
vas em forma de equações (Gotelli, 2007). Este prevê a 
variação nas abundâncias de duas espécies competidoras, 
em que cada espécie é limitada pela abundância da outra 
espécie, que é sua única competidora, e também pela sua 
própria abundância. Logo, tanto a competição interespe-
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cífica quanto a intraespecífica são consideradas, respecti-
vamente. O modelo é composto por um sistema de duas 
equações, uma para cada espécie, em que, na ausência 
da espécie competidora, a outra cresce até atingir um li-
mite (capacidade de suporte do ambiente), e vice-versa. 
Na presença da competidora, entretanto, o crescimento 
da espécie diminui com o aumento da outra espécie sob 
uma certa taxa. Essa taxa pode ser compreendida como 
uma medida do efeito competitivo de uma espécie sobre 
a outra. Assim, se uma espécie A suprime o crescimento 
de uma espécie B com uma taxa maior do que a espécie B 
suprime A, então a primeira espécie pode ser considerada 
uma competidora superior. 

Na maior parte dos cenários previstos pelo modelo, 
uma espécie exclui a outra, sobretudo quando as duas es-
pécies são muito parecidas, ou então, muito assimétricas 
competitivamente. Neste último caso, a espécie que apre-
senta a maior medida de efeito competitivo  (i.e a espécie 
melhor competidora) prevalece enquanto a espécie pior 
competidora é extinta (Figura 2). Neste modelo, a coexis-
tência só é possível quando a razão entre a capacidade de 
suporte de uma espécie e o efeito competitivo da outra es-
pécie sobre ela for maior que a capacidade de suporte da 
espécie competidora. Essa relação deve valer para ambas 
as espécies para que haja coexistência.

Embora o princípio da exclusão competitiva tenha 
surgido de padrões observados na natureza, o seu estabe-
lecimento se deu apenas após a proposta do modelo mate-
mático, uma vez que ele incorporou o processo atuante e 
gerou previsões condizentes com as observações. Em vista 
dessa concordância do previsto com o observado, Gau-
se (1934) reconheceu seu experimento como uma mera 
constatação empírica da teoria dos dois autores indepen-
dentes: Vito Volterra (1926) e Alfred Lotka (1932).

Consequências dos modelos populacionais na es-
cala da comunidade

O princípio de exclusão competitiva entre popula-
ções leva ao raciocínio de que as comunidades deveriam 
ser formadas por uma única espécie superdominante, 
uma vez que esta excluiria as demais (Dybzinski e Tilman, 
2009). Entretanto, nas comunidades, em geral, há muitas 
espécies coexistindo no mesmo ambiente, embora utili-
zem um mesmo recurso limitado. Tal contradição entre 
as previsões do modelo e o observado levou os biólogos a 
se fazerem a seguinte pergunta: Assumindo que em quase 
todos os ambientes os recursos são limitados, de que modo, 
então, poderia haver coexistência entre espécies competi-
doras? A teoria predominante seguiu a escola clássica de 
Hutchinson (1959), utilizando como ponto de partida o 
conceito de nicho ecológico (MacArthur e Levins, 1967), 
o qual estabeleceria os limites de condições ambientais ne-
cessárias para a persistência de uma espécie em um deter-
minado local. A partir dessa propriedade específica, Hu-
tchinson (1959) e MacArthur e Levins (1972) atribuíram 
a possibilidade de coexistência à diferenciação de nicho. 
Isso ocorreria quando duas espécies utilizam o mesmo 
recurso, porém de formas distintas, de modo que a com-
petição é reduzida. Assim, a coexistência de espécies pela 
diferenciação de nichos se daria da mesma maneira que 
as peças de um quebra-cabeça se encaixam em um enqua-
dramento limitado, em que para formar o desenho, cada 
peça tem seu próprio e único espaço (Gotelli, 2007).

Nesta lógica, as comunidades seriam capazes de 
comportar muitas espécies que utilizam os mesmos recur-
sos limitantes porque cada uma tem seu nicho, o que di-
minuiria a pressão competitiva entre elas, evitando, conse-
quentemente, a exclusão competitiva. Dado que a partilha 
de nichos é resultado da competição, as espécies  melhores 
competidoras seriam mais abundantes, enquanto as com-
petitivamente inferiores seriam raras (May, 1975). Assim, 
no quebra cabeça imaginário, as peças teriam diferentes 
tamanhos, cujas medidas são proporcionais às suas ha-
bilidades competitivas. No contexto de que abundâncias 
maiores seriam definidas pelo potencial competitivo da 
espécie, um padrão bastante curioso foi observado nas co-
munidades: a maior parte das espécies são raras e poucas 
são abundantes (i.e. um padrão de alta dominância, Figu-
ra 3), independente do ambiente, seja terrestre ou aquáti-
co, temperado ou tropical (Magurran, 2004).

Tal padrão estimulou a proposição de vários mode-
los teóricos que descrevem processos que estruturariam as 
comunidades com poucas espécies dominantes (e.g. mo-
delos de partição de nicho de Motomura, 1932, e da vara 
quebrada de MacArthur, 1957). E foi utilizando-se dos 
conceitos de nicho e da competição como processo subja-
cente que foram propostos os modelos teóricos na escala 
da comunidade. A ideia básica por trás desses modelos é 
a de que nas comunidades há um único recurso limitante 
que deve ser partilhado entre as espécies, e a fração que 
cada espécie utiliza esse recurso determina sua abundân-
cia (May, 1975). A fração de recurso destinada a cada es-
pécie é determinada pela ordem de chegada das espécies, 
sendo que a variação entre os modelos propostos refere-se 
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Figura 2. Uma das previsões do modelo de competição de Lo-
tka-Volterra entre duas espécies (A e B),  que prevê o Princípio 
da exclusão competitiva. Neste cenário, a princípio, quando as 
abundâncias são baixas, ambas as espécies aumentam. Depois, 
a espécie competitivamente inferior vai decaindo até ser extinta.
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basicamente a diferenças entre o tipo de relação estabele-
cida entre a ordem de chegada e a fração destinada do re-
curso (para mais detalhes, ver May, 1975). Esses modelos 
simples, com apenas a competição como processo estru-
turador das comunidades, resultaram em previsões de co-
munidades com alta dominância e, por isso, se mostraram 
satisfatórios para descrever o padrão observado. Assim, a 
competição, mais uma vez, foi colocada como o principal 
processo que estruturava as comunidades (Tilman, 2004).

tais periódicas e estocásticas que impediriam as comuni-
dades de atingirem o equilíbrio previsto pelo modelo. Se-
ria como se as tais variações estocásticas influenciassem o 
valor de um ou mais parâmetros, como, por exemplo,a ca-
pacidade de suporte do ambiente quando há uma entrada 
ou saída súbita de nutrientes. Assim, era necessário alterar 
algumas premissas do modelo relacionadas a estabilidade 
ambiental e temporal. Entretanto, incluir variáveis tempo-
rais e ambientais em modelos ecológicos que consideram 
a competição os tornaram matematicamente intratáveis, 
levando alguns autores a procurar soluções mais simplifi-
cadas, entre elas a exclusão da competição interespecífica 
e a inclusão de alguns processos estocásticos. 

Modelos teóricos alternativos surgiram, então, assu-
mindo que a coexistência seria mediada não pela diferen-
ciação das espécies, mas pela similaridade entre elas, des-
cartando, assim a competição interespecífica. Esses mo-
delos são ditos modelos neutros, pois assumem igualdade 
competitiva entre as espécies. Desta maneira, a comuni-
dade é estruturada por uma dinâmica estocástica de nas-
cimentos e mortes, cuja diversidade seria gerada e man-
tida apenas pelos processos de imigração e de especiação 
(e.g. Caswell, 1976, Hubbel, 2001). Tais modelos neutros 
parecem descrever satisfatoriamente as abundâncias das 
espécies em diversas comunidades e têm sido vastamen-
te testados empiricamente (Condit et al., 2002, McGill et 
al., 2006, Ricklefs, 2006). E, embora os modelos neutros e 
de nicho tivessem sido colocados como hipóteses mutu-
amente excludentes, atualmente há um consenso de que 
tanto a dinâmica neutra quanto a de nicho devem atuar 
nas comunidades, seja em estágios distintos ou simultane-
amente (Tilman, 2004, Adler et al., 2007, Cadotte, 2007).

Discussão e Conclusão

O objetivo da abordagem teórica é expor, na forma de leis 
básicas, como os fenômenos naturais podem funcionar. 
Diferente do que estamos acostumados a lidar na biologia, 
que tem um caráter fortemente experimental, o produto 
da abordagem teórica não são observações de padrões ou 
resultados experimentais, mas sim ideias. A aplicação da 
abordagem teórica na biologia é baseada na observação 
inicial de padrões, que, por fim, induzem a perguntas so-
bre os processos geradores, cujas tentativas de explicação 
são o que denomina-se teorias.

Neste contexto, a abordagem teórica na biologia 
é, atualmente, aplicada com o uso de modelos  que são 
frequentemente formalizados quantitativamente (May, 
2004) para descreverem os processos estudados. Desta 
forma, os resultados esperados provenientes dos modelos 
podem então ser comparados com o observado ou testa-
dos experimentalmente. No seu artigo “Use and Abuses of 
Mathematics in Biology”, May (2004) avalia de que forma 
Darwin poderia ter se beneficiado quando propôs a teoria 
da evolução, em 1859, caso tivesse desdobrado matemati-
camente os resultados obtidos por Mendel em 1865, cujo 
trabalho lhe é contemporâneo. Segundo May, se Darwin 
tivesse um embasamento teórico mais sólido, ele teria sido 
capaz de rebater as principais críticas ao seu trabalho, re-
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Figura 3. Distribuições de frequência de número de espécie por 
classe de abundância em amostras de (A) Aves capturadas por 
redes de neblina em um fragmento de 92 hectares da Mata Al-
tântica - SP (Banks 2010); (B) Besouros Scarabaeinae capturados 
em armadilhas de queda na Serra do Japi/ SP (Hernández e cols. 
2009); (C) Árvores com DAP > 10 cm em 50 parcelas permanen-
tes de um hectare na Ilha de Barro Colorado, Panamá (Condit e 
cols. 2002); (D) Larvas de Chironomidae (Diptera) coletadas em 
substrato artificial, em um gradiente de complexidade estrutural, 
em sistema lótico em Mimoso de Goiás, GO (Gustavo Rincón 
Mazão, com. pes.).

Apesar da competição ser capaz de gerar o padrão 
de alta dominância, ainda estava incerto se, de fato, as 
espécies na comunidade estavam competindo. A com-
petição pode ser bastante difícil de ser detectada, porém 
uma vez que ela teoricamente força a diferenciação entre 
nichos, a medição das diferenças entre nichos seria uma 
evidência essencial, e de mais fácil acesso, de que haveria 
ou já houve competição (Begon et al., 2007). Assim, era 
esperado que, nas comunidades, as espécies apresentas-
sem nichos diferenciados. Porém, em medições de nicho 
em comunidades megadiversas, como florestas tropicais 
(Wills et al., 2006) e ambientes aquáticos (Hutchinson, 
1961), foram encontrados nichos muito similares (Hub-
bel, 2001). Tal contradição ficou conhecida como o “pa-
radoxo do plâncton”, termo cunhado por Hutchinson em 
seu trabalho clássico de 1961, no qual ele observou uma 
diversidade muito grande de espécies em comunidades de 
planctôn ocupando aparentemente o mesmo nicho (mais 
detalhes em Hutchinson, 1961).

Na época, Hutchinson assumiu que a coexistência 
era permitida principalmente por perturbações ambien-
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lacionadas a necessidade da variabilidade individual nas 
populações para que a seleção natural pudesse atuar. Isso 
porque, na sua época, o consenso geral era de que a he-
reditariedade se dava com a mistura das características 
maternas e paternas, e que por isso a variabilidade não 
poderia persistir a longo prazo, uma vez que a tendência 
era a homogeneização após algumas gerações. A crítica à 
manutenção da variabilidade entre indivíduos persistiu 
por quase meio século e só foi rebatida em definitivo após 
a retomada dos trabalhos de Mendel, sob uma abordagem 
teórica (Hardy, 1908).

No exemplo de aplicação teórica na ecologia apre-
sentado aqui, destaquei um modelo que deu origem a vá-
rias hipóteses que constituem o corpo teórico da ecologia 
moderna. Isso porque o modelo em questão tornou possí-
vel descrever o mecanismo de um processo biológico que 
produziu cenários esperados condizentes com as obser-
vações. Tais processos estimularam a proposição de hipó-
teses em outra escala (i.e. comunidade), que, por fim, de-
ram origem a novos modelos teóricos. Nesta abordagem, 
então, é possível testar a validade dos supostos processos 
atuantes. Porém, para avaliar se o processo estudado é o 
que está criando os cenários observados são necessários, 
sobretudo, os estudos experimentais. Assim, biólogos ex-
perimentais, em geral, são - ou deveriam ser- biólogos teó-
ricos, uma vez que em estudos experimentais ou observa-
cionais, a teoria é fundamental para os delineamentos ex-
perimentais e para escolha das hipóteses a serem testadas 
e geradas; em um ciclo teoria-observação-teoria.
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Resumo. Na natureza, muitos animais lidam com o problema de encontrar parceiros, comida e abrigo. 
A estratégia de busca que orienta um organismo pode revelar aspectos importantes do seu compor-
tamento, então, modelos são propostos para tratar deste problema. O passeio de Lévy é o modelo 
mais discutido, possui algum suporte empírico. Nosso objetivo foi comparar deslocamentos em linha 
reta com o passeio de Lévy e o movimento Browniano, considerando sobrevivência e probabilidade 
de recompensa. Os resultados mostram o deslocamento em linha reta com desempenho superior nos 
ambientes que criamos. Discutimos que a estratégia linha reta deveria ser considerada a mais provável 
estratégia de busca considerando os argumentos que dão suporte ao passeio de Lévy, contudo, ela não 
é vista como estratégia.
Palavras-chave. Simulação numérica; Modelo baseado no indivíduo; Forrageio.

Abstract. In nature, many organisms must cope with the problem of finding mates, food and shelter. 
The strategy of search that drives an organism can reveal important aspects of its behavior; models 
have been proposed to address this problem. Lévy walk is the most discussed model and it has some 
empirical support. Our aim was to compare straight line displacements against Lévy walk and Brownian 
motion in terms of survival and probability of reward. Our results show that straight line displacements 
have better performance in all environments we created. We discuss that straight line movements 
should be considered more probable as a search strategy considering the arguments that support Lévy 
walk, however, it is not seen like a strategy.
Keywords. Numeric simulation; Individual-based model; Foraging.

 Artigo

Qualquer organismo possui reserva energética limitada 
que é continuamente consumida. Para manter essa reserva 
dentro de limites adequados para a sobrevivência, muitos 
organismos necessitam buscar por fontes de energia.

Memória, pistas e referências espaciais são muito 
importantes durante o forrageio (Brown et al. 1997; Ho-
wery et al. 2000; Warburton e Mason 2003; Saleh e Chittka 
2007), pois indicam regiões com maior probabilidade de 
ter alimento. Contudo, as pistas não estão sempre locali-
zadas no raio de detecção do organismo e nem sempre há 
alimento em lugares já visitados. Nessas circunstâncias, a 
busca por novas fontes de energia pode ser uma tarefa de-
safiadora e boas estratégias podem aumentar as chances 
de localizar alimento.

Conhecer essas estratégias pode revelar detalhes im-
portantes do comportamento do animal e de sua relação 
com o ambiente.  Descrevê-las é uma tarefa quantitativa e, 
por vezes, controversa, como veremos adiante.

A partir de dados empíricos, são desenvolvidos ou 
adotados modelos teóricos que tratam da maneira com a 
qual os animais se deslocam no ambiente durante o for-
rageio. A relevância de um ou outro modelo está relacio-

nada com sua capacidade de mimetizar a movimentação 
real dos animais e, além disso, ser eficiente no que se diz 
respeito à busca- oferecer boas chances de se encontrar o 
alimento.

O movimento Browniano, um modelo usado para 
descrever a dispersão espacial de populações (Turchin 
1998), é um exemplo de modelo teórico usado como pa-
radigma de deslocamento durante o forrageio. Num mo-
vimento Browniano, as direções e sentidos tomados por 
um objeto não possuem viés e, além disso, o tamanho do 
deslocamento numa dada direção e sentido é uma variável 
aleatória normalmente distribuída (figura 1.a). Contudo, 
esse modelo não traduz os padrões de deslocamento de 
muitas espécies.

De acordo com estudos de campo, durante o com-
portamento de forrageio é comumente observado o pa-
drão de movimentação no qual o tamanho de cada deslo-
camento numa dada direção e sentido é bem representado 
por uma distribuição de lei de potência em que a freqüên-
cia de deslocamentos cada vez maiores diminui como uma 
função de potência negativa do tamanho dos deslocamen-
tos (i.e., Ramos-Fernandez et al., 2004), simplificadamen-
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te, clusters de movimentos curtos em diferentes direções 
e sentidos que se alternam com raros movimentos longos 
numa dada direção e sentido (Figura 1b).

demonstram que ele é capaz de otimizar, sob determina-
das circunstâncias, o número de alvos localizados quando 
o µ = 2 (Viswanathan et al.,1999; Reynolds e Bartumeus, 
2009) e, além disso, alguns artigos mostram que dados 
experimentais se ajustam bem ao passeio de Lévy (i.e., 
Ramos-Fernandez et al., 2004; Atkinson et al., 2002 ). Ou 
seja, animais executando o passeio de Lévy estariam ma-
ximizando o número de alvos encontrados e, por isso, esse 
modelo deveria ser recorrente na natureza, considerando 
a premissa que as melhores estratégias são as mais prová-
veis de terem sobrevivido durante o processo evolutivo.

Contudo, o passeio de Lévy teve alguns reveses, no 
que se refere à estratégia utilizada pelos animais. Logo no-
taram que não eram adequados os métodos utilizados para 
ajustar o passeio de Lévy aos dados experimentais. Os pri-
meiro métodos se utilizavam da categorização dos dados, 
que carrega viés em suas estimativas, então, novos métodos 
foram empregados, por exemplo, o estimador de máxima 
verossimilhança. Concluiu-se que muitos alguns dados an-
teriormente analisados não apresentavam forte evidência de 
serem passeios de Lévy (Edwards, 2008; Sims et al., 2007).

Uma vez que muitos dados experimentais não são 
passeios de Lévy, Mostraremos neste artigo, outro ponto 
fraco do passeio de Lévy: outras estratégias podem ter me-
lhor desempenho. Considerando que os deslocamentos 
longos numa direção parecem ser comuns em diferentes 
forrageadores, então, comparamos o passeio de Lévy ao 
simples movimento em linha reta. Mostramos que a linha 
reta supera o passeio de Lévy num ambiente 2-D com 
baixa densidade de alvos. Utilizamos um modelo compu-
tacional, no qual indivíduos possuem reserva energética 
limitada e competem por fontes de energia, comparamos 
o número de encontro de alvos e o número de sobreviven-
tes que se utilizam de uma das três estratégias: movimento 
browniano (MB), passeio de Lévy (PL) e linha reta (LR). 

Metodologia

Os trabalhos sobre estratégias de busca, de maneira geral, 
idealizam o ambiente e o comportamento de seus compo-
nentes da seguinte maneira: se um alvo estiver no raio P 
de percepção do buscador, então, o buscador se move na 
direção do alvo, caso contrário, ele escolhe uma direção e 
sentido de maneira aleatória e percorre uma distância l1, 
a uma velocidade constante. Ao final dessa distância, se 
nenhum alvo for encontrado, nova direção e sentido são 
escolhidos e buscador percorre uma nova distância l2. A 
distância ln é escolhida obedecendo algum modelo de bus-
ca, seja ele o passeio de Lévy ou qualquer outro. Os alvos 
são distribuídos de maneira aleatória no ambiente.

Assumimos esta estrutura, porém a estendemos. 
Num primeiro experimento, testamos se um buscador é 
capaz de encontrar alimento, num ambiente 2-D de ta-
manho ilimitado, antes de sua reserva energética se esgo-
tar. Nestas simulações, o buscador executa uma das três 
estratégias: MB, PL e LR, e inicia a busca numa posição 
qualquer do ambiente, onde a comida é espalhada aleato-
riamente. Cada estratégia foi testada 1000 vezes, frente a 
cinco diferentes densidades de comida. Registramos su-

Figura 1. Trajetória de passeios aleatórios. (a) movimento Brow-
niano; (b) Passeio de Lévy com µ = 2.

Muitos artigos afirmam que essa distribuição de des-
locamentos é aproximada por uma distribuição de Lévy, 
então, apresentou-se o modelo conhecido por passeio de 
Lévy ou vôo de Lévy (Lévy walk ou Lévy flight - o passeio 
de Lévy está relacionado com o passeio aleatório comum, 
no qual as mudanças de ângulos da direção não apresen-
tam correlação, e o vôo de Lévy com a distribuição dos 
tamanhos dos deslocamentos (Benhamou, 2007), entre-
tanto, essas duas denominações são comumente tratadas 
como sinônimos na literatura (Reynolds, 2008)). 

O passeio de Lévy possui uma característica impor-
tante da distribuição de Lévy: a cauda longa, sendo assim, 
uma distribuição na qual não é negligenciável a probabili-
dade de passos de tamanho muito acima da mediana.

Isso mostra a preocupação do passeio de Levy com 
a freqüência dos deslocamentos longos e não apenas com 
a distribuição dos passos curtos (Edwards, 2008). A ocor-
rência dos deslocamentos num passeio de Lévy segue a 
função de densidade de probabilidade f(l), da forma:

Na expressão (1), o símbolo ~ indica que a probabi-
lidade de deslocamentos longos diminui como uma lei de 
potência, mas a expressão (1) não está precisamente defi-
nida. Defini-la implica na igualdade abaixo:

C é a constante de normalização, calculada pela in-
tegral em (3) e apresentada em (4). Essa constante garante 
que a função f(l) é uma função de densidade de probabi-
lidade (fdp). Pelo cálculo da integral (3) é ainda possível 
averiguar que µ>1. 

Para que essa função represente uma distribuição de 
cauda longa, µ deve ser tal que 1 ≤ µ ≤ 3 e z > 0 correspon-
de ao menor deslocamento possível numa dada direção e 
sentido.

Esse modelo se tornou popular, pois alguns artigos 
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cesso para cada vez que o buscador acha um alvo antes de 
sua reserva se esgotar.

Num segundo experimento, consideramos 100 bus-
cadores simultaneamente num ambiente 2-D limitado, 
para contar com o efeito da competição entre indivíduos 
que assumem a mesma estratégia. Os buscadores execu-
tam um dos três diferentes tipos de busca: MB, PL e LR; e 
enfrentam três ambientes com baixa densidade de fontes 
de energia (alvos), decidimos pela baixa densidade, pois é 
mais desafiador para estratégias de busca, considerando 
o ambiente que simulamos numéricamente. Ainda assim, 
usamos a terminologia: alta densidade de alvos, média 
densidade de alvos e baixa densidade de alvos, para repre-
sentar os ambientes. Uma vez consumido, o alvo reaparece 
de forma aleatória no ambiente, dessa maneira, mantendo 
constante a sua densidade.  Avaliamos o número de sobre-
viventes ao final das simulações, sendo que cada estratégia 
foi simulada 100 vezes.

Para os dois experimentos, utilizamos o método de 
inversão, para gerar o passeio de Lévy. Basicamente, deter-
mina-se o inverso da função acumulada da fdp (2) e, as-
sim, temos a transformação (5) que produz números alea-
tórios com as características da função (2). b é um número 
aleatório de uma distribuição uniforme no intervalo (0,1).

Os resultados do segundo experimento estão nas fi-
guras 3 e 4.

Resultados

Do primeiro experimento, a tabela 1 apresenta o número 
de sucessos r para cada estratégia sob diferentes densida-
des de comida. A tabela 3 mostra o tempo médio t para o 
sucesso para cada estratégia. A figura 2 combina os resul-
tados da tabela 1 e 2: contém a razão r/t como uma função 
da densidade de alimento. O significado dessa razão é que 
ela dá a probabilidade de sucesso da busca para a próxima 
unidade de tempo (ou, equivalentemente, a probabilida-
de de sucesso para a próxima unidade de energia gasta). 
A importante e relevante mensagem aqui é o sempre su-
perior desempenho da estratégia LR sobre as outras duas 
estratégias, dada pela relação linear obtida.

Densidade de alvos LR PL MB

Extra alta 0,999 0,754 0,488
Alta 0,91 0,503 0,263
Media 0,715 0,291 0,162
Baixa 0,463 0,169 0,097
Extra baixa 0,268 0,078 0,03

Tabela 1. Número de sucessos para cada estratégia de busca.

Densidade de alvos LR PL MB

Extra alta 86,89 128,01 109,79
Alta 144,35 155,59 128,75
Media 171,96 168,14 147,37
Baixa 198,42 180,14 149,89
Extra baixa 215,01 190,08 150,17

Tabela 2. Tempo médio de sucesso para cada estratégia.

Figura 2. A razão r/t como função da densidade de alvos para as 
três estratégias testadas, em escala log-log. O gráfico deixa claro 
o desempenho superior da estratégia LR. Ainda, as retas traça-
das no gráfico correspondem as retas: (LR) y = 0,2401x - 3,1354 
(R² = 0,9947); (PL) y = 0,2888x - 3,654 (R² = 0,9968); (MB) y = 
0,3208x - 3,9493 (R² = 0,9863). Linear regressions obtained by 
least-square.

Figura 3. Número médio de buscadores vivos em função do tem-
po de simulação. (a) Alta densidade de alvos; (b) Media densida-
de de alvos; e (c) Baixa densidade de alvos. 
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Discussão

Os buscadores deste trabalho não apresentam memória, 
contam apenas com sua percepção e estratégia de busca 
para encontrar os alvos, estes que são escassos e distribu-
ídos aleatoriamente pelo ambiente. Sob estas condições, 
mostramos que os buscadores obtêm melhores resultados 
com a estratégia LR: o número médio de buscadores vi-
vos é sempre maior do que o das duas outras estratégias 
(Figura 3), o que fica mais claro quando comparamos os 
boxplots das estratégias de busca (Figura 4), somado aos 
resultados do primeiro experimento, resumido na figura 2.

Não só no cenário aqui testado a LR tem melhor 
desempenho, mas também tem melhor desempenho em 
outros cenários teóricos (Duvall et al. 1997; Bénichou et 
al. 2006; James et al. 2008; Reynolds e Bartumeus, 2009). 
Além disso, num estudo de campo, machos de cascavéis 
que executam mais movimentos em linha reta acasalam 
com mais fêmeas do que aqueles que executam trajetórias 
mais tortuosas (Duvall e Schuett 1997).

Sob a premissa enunciada na introdução, de que as 
melhores estratégias são as mais prováveis de terem sobre-
vivido durante o processo evolutivo, primeiro, precisamos 
considerar que as condições ambientais podem variar sig-
nificativamente e organismos tenham que enfrentar dife-
rentes desafios, ou seja, mais de uma estratégia de busca 
pode existir. Entretanto, se a premissa for considerada, é 
de se esperar que uma estratégia LR seja observada na na-
tureza mais do que o próprio passeio de Lévy, por conta do 
seu desempenho e simplicidade, 

Curiosamente, apesar do seu desempenho e algumas 
evidências empíricas, o modelo LR não é tratado como 
uma estratégia de busca utilizada pelos animais. Os movi-
mentos em linha reta ora são relacionados a outros mode-
los de busca, ora a cognição e a consciência espacial, i.e., 
deslocamento objetivo-direcionado (Wilson 2002; Brooks 
e Harris 2008), ou seja, mesmo que a linha reta esteja pre-
sente em outros fenômenos, ela não é apresentada como 
uma estratégia de busca no completo sentido do termo.

O resultado do modelo teórico apresentado aqui nos 
faz questionar: por que assumir o passeio de Lévy e não 
LR ou qualquer outro?

De qualquer maneira, assumir um modelo de estra-
tégia de busca necessita que esse modelo seja testado num 
arranjo experimental competente- leve em conta que num 
problema de busca, adição de informação resulta em no-

vos valores de probabilidade condicional, então, mudan-
ças no ambiente pode emergir como mudanças nos pa-
drões de movimento (Shlesinger, 2006)- o que não signifi-
ca diferentes estratégias, pois diferentes processos podem 
gerar o mesmo padrão de acordo com a maneira a qual o 
animal interage com o ambiente (Benhamou, 2007; Plank 
e James, 2008).

Assim, o passeio de Lévy, embora seja um bom mo-
delo, ainda não é uma resposta definitiva ao problema de 
estratégias de busca.
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Resumo. Este artigo possui dois objetivos. Primeiramente, fazemos uma breve introdução aos ele-
mentos conceituais inerentes à embriogênese. Para tanto, dois dos principais modelos matemáticos 
relacionados, o modelo mecânico de Murray e o modelo de reação-difusão de Turing, são discutidos e 
suas diferenças conceituais explicitadas. Uma vez feito, propomos um novo modelo utilizando sistemas 
dinâmicos para representar o crescimento celular. Este novo modelo proposto é estendido de maneira 
a considerar o desenvolvimento de um tecido composto por duas classes de células. Finalmente, são 
discutidas as consequências subjacentes a este tipo de abordagem na Biologia.
Palavras-chave. Sistemas dinâmicos; Reação-difusão; Modelo de Murray; Crescimento celular; Modela-
gem matemática; Proporção celular.

Abstract. This article has two objectives. Firstly, we conduct a brief introduction to the conceptual 
elements of embryogenesis. In this context, two of the most important mathematical models in De-
velopmental Biology, the mechanical model of Murray and Alan Turing’s reaction-diffusion model, are 
discussed and their conceptual differences made explicit. Furthermore, we propose a new model based 
on Dynamical Systems to represent cellular growth. This new model is extended in order to consider the 
development of a tissue comprised of two cell types. Finally, we discuss the strengths and weaknesses 
of this approach in Biology.
Keywords. Dynamical systems; Reaction-diffusion system; Cellular growth; Murray model; Cellular propor-
tion.

 Artigo

Introdução

Os organismos apresentam uma imensa riqueza de for-
mas e padrões estruturais. O estabelecimento dos padrões 
e das formas ocorre a partir do desenvolvimento de uma 
única célula, durante o desenvolvimento do embrião em 
animais e durante toda vida nos vegetais. Neste período 
de desenvolvimento do organismo, novas e variadas es-
truturas morfológicas são formadas por uma seqüência de 
processos celulares que seguem, aparentemente, um plano 
determinado. 

Ainda não se sabe como este plano de desenvolvi-
mento é estabelecido, nem se conhece exatamente o(s) 
mecanismo(s) capaz(es) de gerar(em) o padrão espacial 
necessário para a construção dos diversos órgãos, e como 
a informação genética é fisicamente traduzida nos pa-
drões e nas formas necessárias ao correto funcionamento 
do ser vivo, permanece uma questão aberta e instigante 
na biologia.

Embora o mecanismo por certo seja geneticamen-
te determinado (Lawrence, 2001), os genes por si só não 
são capazes de criarem os padrões observados. Os genes, 
evidentemente, são cruciais no controle da formação de 

padrões e formas, mas a genética pouco nos diz sobre o 
mecanismo real envolvido neste processo. Aparentemen-
te, o código genético apenas fornece o plano para a mor-
fogênese ao invés de uma descrição detalhada desta (Wol-
pert, 1977).   

A determinação da forma, como já foi sugerido por 
D’Arcy Thompson em 1917 no seu livro “On Growth and 
Form”, encontra-se intimamente relacionada ao cresci-
mento celular. Utilizando as palavras de Thompson, “a 
forma de um organismo é determinada pela sua taxa de 
crescimento em várias direções. Portanto, a taxa de cresci-
mento deve ser estudada como uma necessidade prelimi-
nar ao estudo teórico da forma” (Thompson, 1992).

Uma abordagem fenomenológica da formação de 
padrões e da diferenciação celular denominada “Informa-
ção Posicional” foi proposta por Wolpert na década de 60. 
Na tentativa de formalizar estas questões, Wolpert intro-
duziu o The French Flag Problem (FFP) (Wolpert, 1969; 
Wolpert, 1971; Wolpert, 1981). 

O FFP pode ser dividido em duas perguntas que 
abordam a questão dos padrões e da proporção celular: (a) 
como células contidas em um espaço retangular podem se 
diferenciar em bandas adjacentes, compostas por um ter-
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ço de células azuis, um terço de células brancas e um terço 
de células vermelhas, formando algo semelhante à bandei-
ra francesa, e (b) como esse padrão pode ser restabelecido, 
caso uma parte das células seja removida, formando no-
vamente a proporção entre os três tipos celulares de 1:1:1. 
O problema apresentado por Wolpert desta forma coloca 
implicitamente a questão da formação de padrões biológi-
cos e do crescimento celular como processos associados. 
De fato, para a regeneração de uma estrutura dotada de 
certo padrão como o sugerido por Wolpert é necessário 
que haja crescimento celular de tipos celulares diferentes 
(no caso, azuis, bancos e vermelhos) nas posições corretas 
e que atinjam as proporções originais.

Contudo, embora tanto a formação de padrões 
(como Wolpert sugere) quanto a determinação da forma 
estão associados ao problema das proporções celulares, 
este último pode ser tratado de forma distinta em rela-
ção aos dois primeiros. Como nota Slack (Slack, 2000), 
o problema da regulação das proporções celulares existe 
mesmo quando o órgão não tem forma ou padrão pre-
cisamente definido, ao menos macroscopicamente, como 
no caso do fígado. Assim, o problema da regulação entre 
a quantidade de diferentes tipos celulares que se estabele-
cem para gerar uma estrutura orgânica, tal como tecidos 
e órgãos, pode ser pensado separadamente da questão de 
como os padrões e as formas ocorrem. Nesse sentido, o 
foco do presente artigo é um modelo matemático para a 
formação de proporções celulares e a manutenção destas 
proporções num tecido formado por dois tipos de células.

Modelos Matemáticos
Os modelos matemáticos constituem uma lingua-

gem para a formulação mais precisa de conceitos e permi-
tem levantar questões mais claras a respeito do fenômeno 
que se investiga, uma vez que a dedução em linguagem 
comum freqüentemente envolve pressupostos não explíci-
tos, mas que estão envolvidos e não são evidentes. 

Alguns modelos matemáticos foram propostos e 
dão uma indicação do papel da modelagem matemática 
na tentativa de elucidar os mecanismos básicos envolvidos 
no desenvolvimento.

A abordagem por meio da "Informação Posicional", 
proposta por Wolpert e já citada, sugere que as células 
são pré-programadas para reagir a certas concentrações 
químicas e se diferenciam de acordo com o gradiente em 
diferentes tipos de célula, como células da cartilagem, por 
exemplo. O artigo geral introdutório de Wolpert (Wolpert, 
1977) dá uma descrição muito clara e não técnica do de-
senvolvimento de padrões em animais e o dos conceitos e 
aplicações do modelo de "Informação Posicional".

O modelo de Wolpert para a embriogênese separa o 
processo de desenvolvimento em vários passos. O primei-
ro passo é a criação de um padrão espacial de distribuição 
das concentrações químicas, a formação de um gradien-
te químico ou, como é geralmente referido, a formação 
de um gradiente de morfógeno. Desta forma, a idéia da 
informação posicional apóia-se sobre uma especificação 
química, a partir da qual a célula é capaz de ler sua po-
sição, encontrar sua coordenada e então diferenciar-se 

de acordo, sofrendo as alterações apropriadas na forma, 
migrando de acordo com tal gradiente, ativando genes es-
pecíficos, etc.

É interessante notar que o modelo da “Informação 
Posicional” não depende dos mecanismos específicos que 
geram o padrão espacial do gradiente de morfógeno. Isto 
significa que este modelo não trata dos mecanismos ca-
pazes de criar primeiramente o gradiente utilizado pelas 
células como guia, deixando está questão aberta.

Um dos modelos mais importantes na biologia do 
desenvolvimento foi formulado por Alan Turing, envolvi-
do na construção dos primeiros computadores não-mecâ-
nicos da história e responsável pela quebra da encriptação 
da máquina nazista Enigma, durante a Segunda Guerra 
Mundial. O modelo de reação-difusão, como é conheci-
do, apresenta um mecanismo teórico possível para o sur-
gimento de padrões em seres vivos. O modelo de Turing 
é um modelo matemático formulado por meio de equa-
ções diferenciais e busca um mecanismo físico-químico 
capaz de gerar um gradiente que sirva como guia inicial 
para a morfogênese. As bases dessa teoria foram lançadas 
por Turing no seu clássico trabalho, "The Chemical Basis 
of Morphogenesis" (Turing, 1990). Levin e Segel (Levin e 
Segel, 1985) dão uma descrição breve e clara sobre essa 
teoria e suas generalizações.

O modelo de reação-difusão de Turing envolve duas 
substâncias. Uma substância hipotética P promove a pro-
dução de mais substância P e também de uma outra subs-
tância hipotética S. A substância S, entretanto, inibe a pro-
dução da substância P. O sistema de equações diferenciais 
criados por Turing para descrever esse modelo demons-
tra que se a substância S difunde mais rapidamente que a 
substância P, haverá formação de picos de concentrações 
diferentes para a substância P, ao invés da formação de um 
meio completamente homogêneo. Isso quer dizer que, sob 
certas condições, substâncias químicas podem reagir de 
forma a produzirem um padrão espacial heterogêneo. A 
difusão até então era considera um processo estabilizador, 
daí a grande novidade da idéia proposta por Turing. 

O sistema de reação-difusão proposto por Turing 
não é o único modelo matemático existente na embrio-
logia. De modo geral, as duas visões prevalecentes sobre 
a geração de padrões que dominaram o pensamento dos 
embriologistas nos últimos anos são o modelo de reação-
-difusão de Turing e o modelo mecanoquímico proposto 
por Oster e Murray, sendo este mais recente do que aque-
le. Descrições gerais desse último modelo foram feitas 
por Murray e Maini (Murray e Maini, 1986), por Oster 
e Murray (Oster e Murray, 1989) e por Murray, Maini e 
Tranquillo (Murray et al., 1988).

O modelo mecanoquímico leva em consideração, 
entre outras coisas, o papel que as forças mecânicas exer-
cem durante o processo de morfogênese e sobre a geração 
de padrões. Uma justificativa para a necessidade de tal 
abordagem mecânica do desenvolvimento de padrões em 
termos celulares pode ser inferida a partir de Wolpert, em 
1977; “É claro que a célula ovo não contém uma descrição 
do adulto, mas sim um programa para a sua construção, 
e tal programa pode ser mais simples do que a descrição. 



tipo celular. As células aí representadas produzem uma 
substância hipotética que estimula a divisão celular, aqui 
chamada de morfógeno. Algumas perguntas interessantes 
podem ser formuladas a respeito desse sistema, tais como: 
a população de células nesse modelo atinge um tamanho 
determinado, ou seja, há um ponto de equilíbrio ou a 
população cresce indefinidamente?; e se há um ponto de 
parada para o crescimento, que característica do modelo 
interfere na quantidade máxima de células que esta popu-
lação pode atingir?

O sistema 1.1 é uma formulação matemática e não 
ambígua do modelo acima descrito. A análise desse sis-
tema pode responder de forma precisa às perguntas aqui 
levantadas.

Neste sistema, a quantidade de células num dado 
instante é dada por x(t). é a taxa de variação instan-
tânea de x(t), ou seja, é quanto a população celular está 
variando num dado instante e pode adotar tanto valores 
positivos, no caso de um aumento no número de células, 
quanto negativo, no caso de haver diminuição na quanti-
dade de células. A concentração de morfógeno, em unida-
des arbitrárias, é dada por y(t) e sua variação instantânea 
no tempo é dada por   , sendo que esta concentração é 
alterada quando há interação de moléculas de morfógeno 
com células, isto é, quando há consumo de morfógeno.

 

As taxas que envolvem a interação entre células e 
morfógenos presentes no meio são bxy e -dxy. Os coefi-
cientes que definem o ganho dessa interação para a taxa 
de variação do número de células e para a taxa de variação 
da concentração de morfógeno são diferentes e têm sinais 
contrários. Isso acontece porque a ligação de um morfóge-
no a um receptor celular inutiliza a molécula e simultane-
amente induz a divisão celular. O coeficiente b determina 
o ganho da interação entre morfógeno e célula para a taxa 
de variação da quantidade de células no sistema, enquanto 
que o coeficiente d determina o ganho dessa mesma inte-
ração para a taxa de variação da concentração de morfó-
geno no sistema.

Como nesse modelo o morfógeno liberado pelas 
células não permanece indefinidamente no meio e se de-
grada após certo tempo, o parâmetro e determina a perda 
de morfógeno devido à degradação natural deste no meio.

As células, as quais poderiam definir um tecido, por 
exemplo, podem sofrer tanto morte quanto crescimento 
celular natural, que são processos controlados por meca-
nismos inerentes à própria célula e independentes da pre-
sença de morfógeno respectivamente definidos em termos 
médios pelos parâmetros c e a. 

A análise da estabilidade do sistema é realizada sem 
a definição explícita da função G(x). Essa função é respon-
sável pela taxa de produção de morfógeno pelas células 
em um dado instante de tempo e depende exclusivamente 
da concentração celular no meio. Esta função reflete, em 
termos médios, os mecanismos aqui não explicitados, de 
síntese do morfógeno, podendo se aproximar de qualquer 
função matemática, como uma função exponencial, loga-

13Revista da Biologia (2014) 12(1)
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Forças celulares simples podem dar origem a mudanças 
complexas na forma de uma estrutura; parece que é mais 
simples especificar como fazer formas complexas do que 
descrevê-las”.

Estas duas visões são completamente diferentes. 
No modelo de reação-difusão, a formação de padrões e 
a morfogênese acontecem seqüencialmente. Primeiro, o 
padrão de concentração química é estabelecido, então as 
células interpretam este padrão químico e diferenciam-se 
de acordo. Portanto, nessa abordagem, a morfogênese é 
essencialmente um processo subordinado determinado 
somente após um padrão químico ter sido formado. As 
alterações na forma que ocorrem durante a embriogênese 
não estão incorporadas nesse modelo, sendo este um dos 
principais problemas desse modelo. Não existe, contudo, 
qualquer dúvida a respeito do papel crucial desempenha-
do pelas substâncias químicas durante o desenvolvimento. 
Já o modelo mecanoquímico de Oster e Murray considera 
a formação de padrões e a morfogênese como um único 
processo simultâneo. Neste modelo, o padrão químico e 
os movimentos celulares das células que formam os te-
cidos no embrião interagem de forma simultânea para 
produzir o padrão espacial observado. Desta maneira, um 
ponto particular a favor desse modelo é que o mecanismo 
aí proposto tem o potencial de auto-correção.

O desenvolvimento do embrião é geralmente um 
processo muito estável e pode se ajustar a várias perturba-
ções externas. O modelo de desenvolvimento baseado em 
padrões químicos pré-formados que servem de guia para 
a morfogênese não tem a capacidade de auto-correção, o 
que inviabiliza os ajustes necessários que o embrião deve 
fazer durante o desenvolvimento.  

Apesar das diferenças conceituais entre o modelo de 
Turing e o modelo de Oster e Murray, ambos são formu-
lados matematicamente utilizando sistemas de equações 
diferenciais. Desta forma, os dois modelos são sistemas 
cuja dinâmica dos elementos envolvidos (concentração 
de células e substâncias, número de células, etc.) é obtida 
pela resolução das equações diferenciais, que podem ser 
solucionadas tanto numérica quanto analiticamente, de 
acordo com a conveniência e complexidade de cada mo-
delo. A forma matemática que é utilizada para a descrição 
e manipulação destes sistemas é, portanto, a mesma. 

Modelagem e Resultados
O crescimento de células que têm a taxa de divisão 

alterada por certas substâncias pode ser representado por 
um sistema de equações diferenciais. Esta forma de repre-
sentar interações entre elementos que atuam uns sobre 
os outros pode ser encontrada na Ecologia, por exemplo, 
onde é utilizada para descrever a dinâmica de popula-
ções. Um modelo muito utilizado para descrever a inte-
ração entre presa e predador, por exemplo, é o modelo de 
Lotka-Volterra, que é um sistema dinâmico formado por 
equações diferenciais no qual a oscilação do número de 
presas e predadores pode ser observada nas soluções desse 
sistema.

Por exemplo, o sistema 1.1 de equações diferenciais 
representa um modelo de crescimento para um único 

.
x = ax− bx2 + cxy
.
y = G(x)− dxy − ey

(1.1)
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rítmica, polinomial, etc. Entretanto, a análise dos critérios 
de estabilidade realizada com G(x) não definida explicita-
mente permite determinar as propriedades que G(x) deve 
ter para tornar o sistema de células estável. Isso possibilita, 
talvez, uma busca por biomoléculas em dados empíricos 
com propriedades que satisfaçam esses critérios teóricos, 
a fim de testar a validade do modelo criado. De qualquer 
maneira, ao menos duas premissas existem em relação à 
função G(x): se não há células presentes (i.e., x = 0), então 
G(x=0) = 0, ou seja, na ausência de células não há produ-
ção de morfógenos; e G(x) ≥ 0, ou seja, G é, sempre, uma 
função positiva.

Os pontos de equilíbrio são obtidos pela resolução 
do sistema quando não há mais variação na concentração 
das células e dos morfógenos.

Assim, pela resolução do sistema 1.2, obtemos os se-
guintes pontos de equilíbrio:

quações 1.3a e 1.3b devem ser satisfeitas. A condição da 
inequação 1.3a é sempre satisfeita, pois suas incógnitas 
sempre têm valores nulos ou positivos. Assim, basta ana-
lisarmos a inequação 1.3b para obtermos os critérios de 
estabilidade dos pontos em questão. 

onde, ∆ = (ce - ad)2 + 4cd(ae + bG(x✳)). Como G(0) = 0, o 
ponto de equilíbrio (1.2a) fica igual a

∣∣∣∣∣∣∣∣

(a+ by∗ − 2cx∗)− λ bx∗

−dy∗ +
∂G

∂x
−dx∗ − e− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1.3)

Um critério suficiente para que ℂ seja sempre maior 
que zero é obtermos uma função G(x) cuja derivada par-
cial neste ponto de equilíbrio seja negativa, ou seja, бG(x✳)/
бx seja negativa. Esta é uma característica que a função 
G(x) deve ter para tornar o sistema estável, já que o ponto 
de equilíbrio em questão é o único que pode apresentar 
estabilidade.

O critério acima mencionado é apenas suficiente. 
Isso significa que uma бG(x✳)/бx positiva também pode 
resultar em um sistema estável para um certo conjunto de 
parâmetros. Tendo em vista isso, uma análise numérica 
pode ser realizada com a intenção de determinar a possí-
vel distribuição destes parâmetros que tornam o sistema 
estável mesmo quando a derivada em questão for positi-
va. O resultado desta simulação está no gráfico da Figura 
1, que relaciona o valor assumido por ℂ para diferentes 
valores de бG(x✳)/бx. Note que, para valores negativos de 
бG(x✳)/бx sempre obtemos valores de ℂ positivos.
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Figura 1. Valores de ℂ versus бG/бx, obtidos por simulação nu-
mérica das equações 1.3a e 1.3b com valores aleatórios dados para 
os parâmetros do sistema 1.1. Note que a região de бG/бx < 0 está 
associada, somente, a valores positivos de ℂ, garantindo a estabi-
lidade do ponto de equilíbrio. Por outro lado, a região бG/бx > 0 
pode gerar valores de ℂ menores do que zero (retângulo vermelho 
de realce), representando pontos de equilíbrio instáveis.

Além disso, para este modelo não faz sentido uma 
concentração de células negativas. Então, como (ad-ce) é 
menor que       , o valor de x✳ do ponto 1.2c é negativo e este 
ponto de equilíbrio não convém. 

Uma vez que os pontos de equilíbrio foram determi-
nados, os critérios de estabilidade são obtidos em função 
dos sinais dos autovalores, λ, que devem todos ter parte 
real negativa para que o ponto seja estável.

Os autovalores são as raízes do polinômio caracte-
rístico, obtido da seguinte equação matricial: det(J-λ✳I)= 
0, onde J é a matriz de coeficientes das equações lineari-
zadas, denominada Jacobiana, e I é a matriz identidade. 

Assim, substituindo na equação 1.3 os pontos de 
equilíbrios válidos para nosso modelo, isto é, os pontos 
1.2a e 1.2b,  é possível obter o polinômio característico e 
proceder com a análise dos critérios de estabilidade.

√∆

(0, 0) (1.2d)

(
(ad− ce)−

√
∆

2cd
,
G(x∗)

dx∗ + e

)
(1.2c)

(
(ad− ce) +

√
∆

2cd
,
G(x∗)

dx∗ + e

)
(1.2b)

(
0,

G(x∗)

dx∗ + e

)
(1.2a)

0 = ax− bx2 + cxy

0 = G(x)− dxy − ey
(1.3)

C =adx∗ + ae+ bG(x∗) + bdx∗y∗ · · ·

− bx∗ ∂G(x∗)

∂x
> 0

(1.3b)

B = (d+ c)x∗ + e > 0 (1.3a)

É claro que o sistema 1.1 não é muito interessante 
devido ao fato de nele existir apenas um tipo de célula. O 
sistema 2.1 representa um modelo mais interessante que 
envolve dois tipos celulares e desta maneira permite a aná-

O ponto de equilíbrio 1.2a (0,0) é sempre instável, 
pois um dos autovalores vale a, ou seja, é positivo. Já o 
outro ponto de equilíbrio, 1.2b, pode ser estável sob certos 
critérios.

Para que o ponto 1.2b seja estável é necessário que 
os autovalores do polinômio característico associado a 
este sejam negativos na sua parte real. Para tanto, as ine-
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O polinômio característico é o seguinte para este 
sistema:

lise de questões relacionadas à proporção celular.
Este segundo modelo é constituído pelo sistema de 

equações diferenciais de primeira ordem 2.1. A taxa de 
variação das concentrações celulares neste sistema está 
representada por     e    . x(t) e z(t) representam a quanti-
dade de células que existem num determinado instante no 
sistema, portanto.     e     representam a taxa de variação 
instânea dos morfógenos, sendo que y(t) e w(t) indicam a 
concentração de morfógenos num certo instante. 

O morfógeno y é produzido pelas células do tipo x 
e, desta maneira, tem a sua taxa de variação afetada pela 
função G(x) que depende da concentração de células do 
tipo x. Já o morfógeno w é produzido por células do tipo z 
e sua taxa de variação é afetada pela função H(z). 

Estas funções que afetam a concentração dos mor-
fógenos (G(x) e H(z)) e são dependentes da concentração 
celular, semelhante ao que ocorre com a função G(x) do 
sistema 1.1, devem ter certas características para o sistema 
ser estável, embora não tenham sido definidas explicita-
mente. Assim, considera-se que tanto G(x) como H(z) va-
lem zero quando não há células no sistema, ou seja, G(x✳) 
= 0 para x✳ = 0 e H(z✳) = 0 para z✳ = 0. Além disso, estas 
duas funções nunca assumem valores negativos, pois estão 
associadas exclusivamente à produção de morfógeno. 

Quando não há mais variação tanto no númeo de 
células quanto na concentração dos morfógenos o sistema 
2.1 está em equilíbrio. Esta situação é representada pelo 
sistema 2.2. Assim, os pontos de equilíbrio de 2.1 são obti-
dos pela solução do sistema 2.2.  Os pontos de equilíbrio, 
portanto, são:

J =




a+ bw∗ − 2cx∗ 0 0 bx∗

∂G(x∗)

∂x
−d 0 0

0 fz∗ e+ fy∗ − 2kz∗ 0

0 0
∂H(z∗)

∂z
−m




(2.3)

Os autovalores são obtidos diretamente pela subs-
tituição dos pontos de equilíbrio em 2.4. Autovalores po-
sitivos indicam instabilidade, enquanto que autovalores 
negativos estabilidade. 

O ponto 2.3a é instável pelos autovalores positivos λ 
= a e λ = e; o ponto 2.3b é instável pelo autovalor positivo 
λ = a + bH(z✳)/m; o ponto 2.3c é instável pelo autovalor 
positivo λ = e + fG(x✳)/d. Quanto ao ponto 2.3d, embora 
não se possa obter diretamente os autovalores, a condição 
para que este ponto seja estável pode ser obtida apropria-
damente. A condição que torna estável este ponto é:

Esta relação, uma vez obedecida, garante a estabili-
dade do sistema 2.1. Além disso, como neste sistema há 
participação de dois tipos celulares, é possível, uma vez 
conhecida a estabilidade do ponto de equilíbrio 2.3d, es-
tabelecer a relação de proporção entre os tipos celulares 
quando o sistema atinge o equilíbrio. Isto é importante 
uma vez que o foco é justamente o estudo dos parâmetros 
que influenciam na formação das proporções celulares, 
bem como dos parâmetros que estão relacionados com 
manutenção destas proporções. A relação de escala entre 
os dois tipos celulares presentes no sistema 2.1 é, então:

Uma grande quantidade de modelos dinâmicos po-
dem ser formulados de maneira semelhante aos sistemas 
1.1 e 2.1. Entretanto, a possibilidade de formulação de um 
modelo desta maneira não garante que a análise do sis-
tema resultante seja direta. Isto quer dizer que o sistema 
obtido pode ser de difícil análise e resolução, no qual as 
condições de estabilidade dos pontos de equilíbrio, por 
exemplo, sejam tão difíceis de obter que mesmo a aná-
lise numérica das condições de equilíbrio não revelará 
qualquer propriedade significativa sobre o modelo. Além 
disso, a formulação de um modelo conceitual nesta lin-
guagem matemática de forma alguma assegura qualquer 
grau de veracidade ao modelo conceitual. Desta forma, a 
formulação matemática funciona como uma linguagem 
mais exata e clara para o tratamento do modelo conceitual 
e das implicações deste.

.
x = ax+ bxw − cx2

.
y = G(x)− dy
.
z = ez + fzy − kz2

.
w = H(z)−mw

(2.1)

0 = ax+ bxw − cx2

0 = G(x)− dy

0 = ez + fzy − kz2

0 = H(z)−mw

(2.2)

(
0, 0, 0, 0

)
(2.3a)

(
0, 0,

e

k
,
H(z∗)

m

)
(2.3b)

(
a

c
,
G(x∗)

d
, 0, 0

)
(2.3c)

(
a+ bw∗

c
,
G(x∗)

d
,
e+ fy∗

k
,
H(z∗)

m

)
(2.3d)

(a + bw✳ - 2cx✳ - λ) (-d-λ)...
(e + fy✳ - 2kz✳ - λ) (-m-λ)...
 
-bf бx

бG(x✳) x✳y✳ = 0бz
бH(z✳)[( ) ( )]

(2.4)

∂G(x∗)

∂x

∂H(z∗)

∂z
<

cdkm

bf (2.5)

x∗

y∗
=

ka+ kb
H(z∗)

m

ce+ cf
G(x∗)

d

(2.6)
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Discussão e Conclusão

Modelos matemáticos tais como o modelo de reação-difu-
são de Turing fazem parte dos esforços iniciais para criar 
uma explicação sobre a emergência das formas biológicas 
no período anterior ao ano 1953, quando a estrutura do 
DNA ainda não tinha sido elucidada por Watson e Crick. 
Estes esforços apostavam não em análises experimentais 
realizadas em sistemas biológicos, nem em conceitos bio-
lógicos, mas sobretudo em modelos físicos e matemáticos 
baseados em conceitos exclusivamente físicos e químicos.

O fato é que nenhum destes esforços teve um efeito 
notável no que subseqüentemente emergiu como a estru-
tura explicativa dominante da biologia (Keller, 2002). Tal 
estrutura explicativa, como todos sabem, é fornecida pela 
genética. Nenhum dos modelos aqui apresentados incor-
pora os genes como uma base para a explicação dos fenô-
menos relacionados ao desenvolvimento. Assim, de uma 
perspectiva atual, apenas esse fato coloca estas primeiras 
tentativas num período histórico diferente e talvez difi-
culte a aceitação dessa abordagem por parte dos biólogos 
experimentais (Keller, 2002). 

Entretanto, apesar dos avanços significativos no 
estudo do transcriptoma e do surgimento de novas fer-
ramentas moleculares, a biologia molecular ainda não é 
capaz de fornecer um modelo explicativo de como a in-
formação contida nos genes é traduzida nos padrões e nas 
formas estruturais necessárias ao funcionamento dos se-
res vivos. 

Certamente, existe ao longo da história uma dificul-
dade e uma resistência na aceitação de qualquer explica-
ção mais geral em termos tanto molecular quanto físico-
-químicos para o desenvolvimento. Cada uma dessas duas 
abordagens tem atraído a atenção da comunidade cientí-
fica, mas nenhuma delas foi capaz de criar um modelo de 
ampla aceitação na biologia do desenvolvimento.

O cálculo e as equações diferenciais são as principais 
ferramentas para a aplicação da matemática à Biologia, 
da mesma forma como ocorre na Física, e não devem ser 
entendidas de maneira alguma como algo melhor para a 
abordagem dos problemas naturais. Os modelos matemá-
ticos constituem uma linguagem artificial para a formula-
ção mais precisa de conceitos e permite levantar questões 
mais claras a respeito do modelo que se investiga, uma vez 
que a dedução em linguagem comum freqüentemente en-
volve pressupostos não explícitos, mas que estão envolvi-
dos e não são evidentes.

A vantagem de utilizarmos símbolos artificiais ao in-
vés de palavras reside na brevidade e clareza das formula-
ções simbólicas. Uma sentença que é extensa se escrita em 
linguagem comum (e, portanto, a clareza é afetada) pode 
ser representada simbolicamente e tornar-se muito mais 
sintética. Brevidade e clareza facilitam a manipulação, 
comparação e inferência num grau extraordinário. Essas 
duas vantagens aparecem nas formulações matemática, 
como nos sistemas aqui apresentadas. Se os matemáticos 
tivessem ficado confinados a palavras e não utilizado os 
números e outros símbolos especiais, o desenvolvimento 
da matemática até o nível atual não teria sido apenas mais 

difícil, mas humanamente impossível. Para apreciar essa 
questão, é preciso apenas uma tentativa de traduzir para 
linguagem comum uma fórmula tão elementar quanto 
(x+y)^3 =... (dois números arbitrários somados e elevados 
ao cubo...). 

O método simbólico deu aos matemáticos uma van-
tagem na investigação sobre as propriedades dos núme-
ros, conjuntos, funções numéricas, etc. O papel dos mo-
delos matemáticos na Biologia talvez seja exatamente este, 
isto é, juntamente com a experimentação, ajudar a testar 
os limites de um modelo. 
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Resumo. O sucesso de uma planta depende de sua capacidade de maximizar o ganho energético e a 
eficiência reprodutiva sem comprometer sua estabilidade estrutural. Este jogo entre resistência estru-
tural, balanço energético e capacidade reprodutiva tem sido um grande desafio para as plantas desde 
a saída destas do meio aquático, e agrava-se com o aumento do porte dos indivíduos. Neste trabalho 
pretendemos apresentar uma visão geral sobre relações alométricas e, baseadas em medidas diretas 
dos ramos, propor algumas novas idéias de como tais relações influenciam a arquitetura da copa e 
como ao mesmo tempo são influenciadas pelo ambiente.
Palavras-chave. Alometria; Arquitetura de copa; Acúmulo de biomassa.

Abstract. The success of a plant is dependent of its capability in maximizing the energy gain and in in-
creasing the reproductive efficiency without compromising the structural stability. This dynamic involv-
ing structure, energy efficiency and reproductive efficiency became an important issue especially after 
the event of plants conquering the terrestrial environment, and have been increasing in importance 
with the growth of the overall size of individuals. In this work we are going to present an overview of 
allometry and present some new ideas showing the influence of allometry over the canopy architecture 
and how it can be affected by the environment.
Keywords. Allometry; Canopy architecture; Biomass accumulation.

 Artigo

Introdução

Alometria
O termo alometria foi cunhado em 1936 por Huxley e 
Teissier. Naquela época foi proposto que tal termo seria 
aplicado para definir as relações encontradas em situações 
nas quais alterações em proporções relativas de um corpo 
se refletiam em alterações nas dimensões totais do orga-
nismo (Gayon 2000). 

Posteriormente o conceito de alometria foi dividido 
em quatro subgrupos (Gould 1966), sendo eles: 

•	 Alometria ontogenética; refere-se a mudanças de 
proporção que ocorrem durante o desenvolvimento 
do organismo.
•	 Alometria filogenética; refere-se à análise das ra-

zões de crescimento entre linhagens distintas.
•	 Alometria intraespecífica; refere-se a compa-

rações de características entre indivíduos (em um 
mesmo estágio ontogenético) de uma dada espécie 
ou população.
•	 Alometria interespecífica; refere-se ao mesmo 

conjunto de fenótipos analisados em comparações 
entre espécies, normalmente próximas filogenetica-
mente.
Após este trabalho uma tendência crescente de ge-

neralização do termo é vista na literatura. Em oposição ao 

trabalho de 1966 de Gould, os trabalhos seguintes passa-
ram a propor definições que abrangessem todas as subdi-
visões anteriormente propostas.

Mosimann e James em 1979 redefiniram alometria 
como sendo a associação entre o tamanho e a forma dos 
organismos de uma dada população. Em 1985, Bookstein 
et al. definiram alometria como o estudo das conseqüên-
cias do tamanho sobre a forma. 

Já em 1988 Levinton simplifica ainda mais o concei-
to, definindo alometria como sendo a inter relação entre 
alterações das dimensões totais do organismo. Isto torna a 
definição amplamente aplicável e passível de ser usada em 
diversos âmbitos, de estudos interespecíficos à análise de 
um único indivíduo.

Relações alométricas em plantas
As plantas são submetidas a um aumento de diversas for-
ças mecânicas (p.e. as geradas pelo vento e gravidade), 
com o aumento da parte aérea ao longo do desenvolvi-
mento. Este contexto ontogenético impõe à planta uma 
crescente necessidade de investimentos em biomassa 
destinada à sustentação (Waller, 1986). Por sua vez, o in-
vestimento em biomassa também deve compreender um 
aumento em área fotossintéticamente ativa, pois a plan-
ta necessita manter um balanço energético positivo entre 
fonte e dreno (O’Brien et al., 1995).

O aumento em área fotossintética gera, novamente, 
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um aumento estrutural e, conseqüentemente, uma inten-
sificação das forças mecânicas às quais estes ramos estão 
submetidos (Niklas, 1994).

Da mesma forma, a eficiência reprodutiva também 
está associada ao aumento das forças de tração às quais 
os ramos são submetidos. Isso porque, a arquitetura da 
copa influencia diretamente a eficiência reprodutiva, uma 
vez que, um maior tamanho, assim como uma maior área, 
facilita a dispersão e captação de pólen e a dispersão das 
sementes (Niklas, 1994).

Esta relação, portanto, pode ser descrita por uma 
equação simples, na qual podemos definir a capacidade 
adaptativa (ω) das plantas de acordo com a eficiência de 
captação energética (E), a eficiência reprodutiva (R) e a 
tração mecânica gerada pelos processos anteriormente 
citados (M), onde a capacidade adaptativa é a media 
geométrica entre a eficiência de captação energética e a 
eficiência reprodutiva, dividida pela tração mecânica 
gerada, ω = [(E)(R)]1/2 M-1 (Niklas, 1994).

Esta equação apresenta, de forma simplificada, os 
três grandes grupos de características selecionáveis ao 
longo da evolução, e nos mostra a dinâmica de interde-
pendência estrutural e fisiológica das plantas.

O equilíbrio delicado entre o aumento do ganho 
energético, eficiência reprodutiva e o conseqüente aumen-
to das forças mecânicas se agravou ao longo da história 
evolutiva das plantas desde a saída destas para o ambiente 
terrestre.

De fato, ao analisarmos os registros fósseis encon-
tramos evidências de uma série de caracteres estruturais 
sendo gradualmente selecionados. Estudos alométricos 
feitos em fósseis de esporófitas, do período Siluriano, re-
velaram que as primeiras ocorrências destes organismos 
apresentavam estrutura de ramificações aproximadamen-
te simétricas e bifurcações simples. A capacidade de de-
senvolvimento assimétrico foi adquirida posteriormente e 
só é evidente em registros fósseis mais recentes.

A assimetria pode ter sido um passo importante na 
evolução deste grupo, tornando os organismos mais plás-
ticos em suas respostas às variações do meio, isso porque 
a possibilidade de um crescimento assimétrico permite 
investir isoladamente em determinadas características 
(como altura e ramificações laterais), aumentando assim a 
variabilidade morfológica entre organismos. Conseqüen-
temente gerando uma nova gama de arquiteturas de copa, 
possibilitando a adaptação das plantas a novos ambientes.

No contexto científico atual, a maioria dos traba-
lhos alométricos desenvolvidos em plantas visam à de-
terminação da massa total de árvores (Kohiama e Hotta 
1990, Alvarez-Buylla e Martinez-Ramos 1992, Claussem e 
Maicock 1995, O’Brien et al., 1995, Coomes e Grub 1998, 
Sterck e Bongers 1998, Yamada et al., 2000, Sposito e San-
tos 2001), já que tais trabalhos apresentam um óbvio fim 
comercial.

Com isso, muitas relações alométricas foram defini-
das objetivando estimar a massa total da árvore (princi-
palmente utilizando diâmetro e altura). (Alvarez-Buylla e 
Martinez-Ramos 1992, Sposito e Santos 2001, O’Brien et 
al., 1995, Sterck e Bongers 1998). Mas a real influência da 

arquitetura da copa em sua dinâmica energética é sonega-
da nestes trabalhos.

O presente trabalho busca compreender a organi-
zação estrutural da formação da copa e como esta seria 
influenciada pelo ambiente e pela constante necessidade 
de captação luminosa.

Modelagem e Resultados

Estruturação da copa
Ao considerarmos todos os perímetros ao longo de uma 
copa é fácil inferir que estes diminuem quanto mais dis-
tantes da base. No entanto, o que não é tão óbvio é que ao 
compararmos os perímetros dos ramos após uma bifurca-
ção com o perímetro do ramo anterior à mesma ramifica-
ção encontramos um padrão linear ao longo da copa. Ou 
seja, existe uma razão constante entre os perímetros dos 
ramos de uma mesma bifurcação, padrão que se mantém 
ao longo de toda a copa (os dados que geraram as equa-
ções neste artigo serão colocados em uma publicação que 
se encontra em preparação).

Assim, considerando P0 o perímetro inicial (neste 
caso, consideramos o tronco, mas o mesmo se aplica a um 
ramo isolado) os perímetros subseqüentes seriam uma 
componente de P0 em uma razão constante, a qual chama-
remos de a, como representado na figura 1.

((P0a)a)a

(P0a)a 

P0a 

P0 
Figura 1. Ilustração representando o perímetro relativo a cada 
estrato de ramificação da árvore.

Neste caso temos uma copa simétrica. Em uma copa 
assimétrica, as proporções relativas dos perímetros após 
uma ramificação (ramos P1 e P2) podem ser representadas 
por uma proporção entre os mesmos, a qual chamaremos 
de α.

a!! = (!!+!!)!!! = ! (!! + !!!)!!! !

a!! = [!!(1+ !)]!!! !
Assim, para valores de α diferentes de 1 teremos 

uma copa assimétrica, como representado pela figura 2.
Poderíamos considerar que os comprimentos dos 

ramos se comportam de forma similar aos perímetros, a 
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Assim, considerando que os comprimentos dos ra-
mos são funções dos ramos anteriores podemos desenhar 
um gráfico cruzando os valores de comprimento de um 
ramo pela soma dos comprimentos dos ramos diretamen-
te subsequentes à ramificação. Tomando este gráfico e 
sendo x o comprimento inicial, h o ponto de intersecção 
da curva com o eixo y e z a inclinação da curva, temos:

Adotando, 

P2.4 = α[(aP1.2)/(1+α)]

P1.2 = α[(aP0)/(1+α)]

P2.3 = (aP1.2)/(1+α)

P2.2 = α[(aP1.1)/(1+α)]

P2.1 = (aP1.1)/(1+α)

P1.1 = (aP0)/(1+α)

P0

Figura 2. Representação gráfica da distribuição dos perímetros 
em uma copa assimétrica.

única ressalva é que os comprimentos não seguem um pa-
drão linear, a relação entre os comprimentos segue uma 
escala logarítmica.

log !! + !! !!! = log ℎ + ! log !!! !

(!! + !!)!!! = ℎ!!!

! No caso de uma assimetria em comprimentos teremos:

!! + !!"! = !!(1+ !) = !
ℎ

1+ ! !!
! !

Onde, para uma copa assimétrica em termos de 
comprimentos, β deve ser diferente de 1 (assim como α no 
caso dos perímetros). 

Com isso, podemos fazer previsões sobre o volume 
total o qual a copa desenvolverá se multiplicarmos as ba-
ses dos ramos (derivadas das previsões de perímetros) pe-
los comprimentos. Portanto, podemos descrever o volume 
após uma ramificação como:

!!,! + !!!,! = a!!!!!! ℎ!!!!! [ 1+ !!!
1+ ! ! 1+ ! ]!

1+ !!!
1+ ! ! 1+ ! = !!

!!,! + !!!,! = !!!!!!! ℎ!!!!! 4! !!!!!

Com base nesta equação, podemos definir que uma 
copa simétrica apresentará F = 0,25. Valores diferentes de   
F gerarão copas assimétricas. Sendo que, quanto maior o 
valor de F mais assimétrica a copa.

Outra conseqüência de valores diferentes de F = 0,25 
é visto na mudança do volume dos ramos. Um incremen-
to nesse valor também aumenta o volume total da copa, 
assim como, valores inferiores a este representam uma di-
minuição de volume (Figura 3).

Discussão e Conclusão

Através deste modelo podemos ver que a conformação da 
copa é influenciada por F (ou por sua decomposição em 
“α”s e “β”s), por a, h e z. Sendo todos os ramos de uma 
copa interdependentes.

O que podemos imaginar é que cada uma dessas va-
riáveis é influenciada por um conjunto de fatores ambien-
tais, quase todos relacionados a trações mecânicas. 

Por exemplo, “a” provavelmente é dependente da 
resistência da madeira, já que um aumento no perímetro 
gera um aumento quadrático no volume do ramo. 

“z” por sua vez, estaria diretamente relacionada à 
“a” (e, portanto, à resistência do ramo), já que o cresci-
mento do ramo é limitado pela resistência do mesmo, a 
qual é influenciada por seu perímetro.

Provavelmente “F” é a componente a qual sofre a in-
fluência menos intuitiva. No modelo proposto, “F” pode-
ria ser influenciado diretamente pela direção da luz. Uma 
vez que um feixe de luz atinge a copa esta tende a se posi-
cionar de forma a maximizar a absorção da mesma. 

O crescimento desigual dos ramos seria um meca-
nismo eficiente na formação da arquitetura da copa (Fi-
gura 4).

1 = α
1 = β

1 > α
1 > β

1 >> α
1 >> β

Figura 3: Representação gráfica de copas com alterações no valor 
de α e β quanto mais diferente de 1 maior a assimetria.

Figura 4: Representação gráfica de copas com alterações na ar-
quitetura da copa devido à direção de incidência luminosa.

Temos: Outro ponto importante a ser ressaltado é a respos-
tas modular dos vegetais, ou seja, cada ramo isoladamente 
pode responder a um tipo de estímulo. Assim, podemos 
encontrar disposições diversas de ramos ao longo da copa, 
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cada um com uma composição entre α e β diferente, de-
pendendo da condição luminosa a qual este ramo está 
submetido. 

Estes padrões, no entanto, não são uma simples res-
posta ao meio, existem padrões básicos definidos geneti-
camente, e as variações destes padrões seriam definidas 
pela plasticidade do organismo.  Analisando esses dados 
podemos notar que “a” e o valor final de “F” apresenta-
riam uma menor plasticidade com relação às demais va-
riáveis, já que modificações nestes padrões geram grandes 
impactos sobre o volume e, conseqüentemente, resistência 
do ramo.

Muitas questões referentes às conformações das co-
pas ainda estão em aberto. Pouco se sabe, por exemplo, da 
influencia da angulação dos ramos sobre a resistência total 
da planta, apesar de sabermos ser um processo importan-
te na modificação da copa e na maximização da captação 
energética.

Outra questão a ser estudada seria o papel do ni-
cho sobre a arquitetura. Existem, é claro, padrões óbvios, 
como altura das copas em diferentes estratos florestais. No 
entanto, há uma carência de informação sobre plasticida-
de estrutural e maximização energética que mereceriam 
mais atenção.
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Resumo. Dado que existe uma capacidade limitada para processar sinais vindos do ambiente, é inte-
ressante supor que exista uma tendência à minimização do processamento associado à comunicação, 
de modo a liberar recursos para outros eventos. Para testar essa hipótese, consideramos os organismos 
como osciladores, sendo a comunicação definida como o acoplamento entre estes. A geração de en-
tropia (σ) foi o critério de minimização, e o cálculo foi realizado comparando-se situações de oscila-
dores de parâmetros idênticos com aquelas de parâmetros diferentes. Os resultados obtidos indicam 
que osciladores idênticos minimizam σ. Dessa maneira, podemos concluir que a melhor estratégia, em 
termos evolutivos, para minimizar σ numa troca continuada de sinais é manter uma alta semelhança 
intraespecífica entre os animais que se comunicam num dado ambiente.
Palavras-chave. Processamento; Osciladores; Sistemas dinâmicos.

Abstract. Since there is a limited capacity to process inputs, it is interesting to assume a trend to mini-
mize the information processing  associated with communication in order to redirect resources to other 
events. To test this hypothesis, we considered the organisms as oscillators, where communication was 
defined as their coupling. Entropy generation (σ) was the minimization criterion and computations 
were performed comparing oscillators with identical and non-identical parameters. The results ob-
tained indicate that identical oscillators minimize σ. We are lead to the conclusion that the best strat-
egy, in evolutionary terms, to minimize the entropy generation in a long-lasting exchange of signals is 
to keep a high intraspecific similarity among the animals that communicate in a given environment.
Keywords. Information processing; Oscillators; Synamical systems.

 Artigo

Introdução

A comunicação entre indivíduos da mesma espécie é ob-
servada em todos os táxons conhecidos. Ela ocorre em 
uma grande gama de contextos, desde a comunicação 
bioquímica até complexas redes em insetos eusociais ou 
mamíferos. Ubíqua, está desde a simples sinalização de 
presença até os processos culturais humanos. 

Focando-nos na comunicação sonora, é notório que 
a sinalização é fortemente conectada com os sinais rece-
bidos de outros indivíduos da mesma espécie, como pode 
ser observado em anuros (Brozska e Obert, 1980; Wells, 
1988; Gehardt e Schwartz, 2001). 

O uso de osciladores para o estudo da comunica-
ção (não necessariamente sonora) é bem difundido na 
biologia. Alguns benefícios dessa abordagem podem ser 
encontrados em estudos envolvendo a comunicação ce-
lular (Ishimatsu et al., 2007), a comunicação entre salpas 
(Andersone e Bone, 1980), comunicação luminosa entre 
vaga-lumes (e.g. Buck, 1988; Ávilla et al., 2011) e até en-
tre mamíferos (Fitch et al., 2002, para exemplos). É inte-

ressante ressaltar ainda, que a regulação dessas formas de 
sinalização esteja provavelmente associada a um oscilador 
neural (Greenfield, 1994).

Entre os casos nos quais existe uma modelagem 
matemática formalmente explicitada, é possível observar 
uma grande ênfase no estudo do processo de sincroniza-
ção.  Para entendermos melhor esse processo, é importan-
te observar que o sincronismo pode ser classificado de di-
ferentes formas. Se considerarmos que a atividade de um 
sistema é dada, genericamente, por uma função x de um 
tempo t (entendido como x(t)) e a de um segundo sistema 
por uma função y do mesmo tempo t (i.e. y(t)) temos, se-
gundo Monteiro (2010), que o sincronismo completo, ou 
idêntico, é caracterizado pela manutenção de x(t) = y(t). 
O sincronismo generalizado ocorre quando temos a con-
servação de x(t) = f(y(t)). O sincronismo atrasado ou an-
tecipado ocorre quando temos x(t) = y(t ± τ). Por último, 
ainda segundo Monteiro, temos a definição clássica, onde 
dois sistemas estão sincronizados quando apresentam a 
mesma freqüência.

Em termos mais concretos, o estudo do sincronis-
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mo começou com as observações de C. Huygens (1929-
1695) dos relógios de pêndulo em 1665 (Bennet et al., 
2002; Monteiro, 2010). Nesse estudo, que visava melhorar 
a precisão desses relógios usados em navegação maríti-
ma, Huygens começou a perceber que relógios colocados 
próximos um do outro se influenciavam a ponto de sin-
cronizarem. Suas experiências foram o ponto de partida 
para o estudo de osciladores acoplados, sistemas comu-
mente encontrados na natureza como: células cardíacas 
de nó sino-atrial geradoras de impulsos elétricos; células 
pancreáticas que secretam insulina ou redes de neurônios 
relacionados a processos cognitivos (Monteiro, 2010). 

O estudo de osciladores passou a ter uma aborda-
gem analítica com Winfree (1967) que, ao propor algumas 
simplificações importantes, como a amplitude constante 
e o acoplamento fraco, foi capaz de descrever o compor-
tamento dos osciladores com foco em uma única variável 
de estado, a fase . Dessa maneira a equação diferencial de 
um oscilador, em um grupo de N osciladores, pode ser 
descrita como:

 Segundo os autores, enquanto o sincronismo é 
interessante para integrar informações provenientes 
de entradas sensoriais distintas, sinais referentes a di-
ferentes objetos físicos (alvos dos órgãos dos sentidos) 
devem ser dessincronizados para evitar ambigüidades. 
O modelo proposto é capaz de obter a sincronização de 
dois osciladores enquanto o terceiro oscila de maneira 
não sincronizada. Esse resultado aponta para uma re-
lação similar à encontrada entre diferentes regiões do 
córtex (sincronizadas) e o tálamo (não sincronizado). 
Esse trabalho é um exemplo da contribuição do estudo 
de osciladores no estudo da atividade neural. 

É importante ressaltar que, apesar de esses 
modelos terem uma grande importância para o estudo 
de osciladores, eles são limitados em alguns aspectos 
que motivam a formulação de um novo modelo. 
Primeiramente, os modelos descritos focam no estudo 
do processo de sincronização, o que compreende apenas 
uma pequena fração dos comportamentos observados 
na comunicação (e.g. sincronização em vaga-lumes e 
anuros). Além disso, devido a sua formulação (e.g. aco-
plamento de fase) e seu objetivo principal, esses mode-
los são melhores estudados dentro de suas condições 
de sincronização, associadas com um alto acoplamento 
comparado com a distribuição inicial de freqüências, 
condições essas que tentaremos ampliar.

Uma vez tendo em mão um arcabouço de opções 
de modelagem, é interessante partir para alguns as-
pectos fisiológicos pertinentes ao nosso estudo. Dessa 
maneira, é possível destacar que um ponto importante 
associado com a comunicação é a quantidade de ener-
gia gasta nesse processo. É conhecido que, por exem-
plo, a vocalização de anuros é uma das atividades com 
maior gasto energético entre vertebrados ectotérmicos 
(Prestwhich et al., 1989; Wells e Taigen, 1989). Assim 
como em qualquer processo que respeita as leis da ter-
modinâmica, parte dessa energia é perdida através de 
processos dissipativos. Se nos focarmos nos neurônios, 
fundamentais para a emissão de sinais (e.g. ativação 
muscular na sinalização de anuros), podemos conside-
rar que essa energia perdida está indiretamente (já que 
existe uma preparação prévia) associada com os poten-
ciais de ação (e.g. efeito joule devido à resistência dos 
neurônios).

Essa energia dissipada caracteriza um decréscimo 
na energia útil do sistema e está associada com a gera-
ção de entropia (σ) (Bejan, 2002), a qual pode ser calcu-
lada como o produto da diferença do fluxo pela diferen-
ça de potencial instalada, corrigida pela temperatura 
(Glansdorff e Prigogine, 1971). Esse estudo considerou 
a energia gasta (incluindo essa necessária energia per-
dida) pelo sistema nervoso como processamento. 

Dessa maneira, o objetivo desse trabalho foi ob-
servar em quais situações a geração de entropia descrita 
acima (i.e. processamento, segundo nossa interpreta-
ção) é minimizada em osciladores para, dessa maneira, 
tentar inferir tendências evolutivas na comunicação de 
sistemas biológicos não acessíveis por métodos experi-
mentais.

 onde ω é a freqüência natural, q/N é a intensida-
de de acoplamento, I representa a influência dos outros 
osciladores e R media o efeito dessa influência. Analisan-
do esse modelo, Winfree descobriu que as populações de 
osciladores eram capazes de transitar entre uma situação 
assíncrona para uma sincronia (definição clássica) global 
se o acoplamento for alto em relação às diferenças entre as 
freqüências iniciais.

Uma variação do modelo de Winfree historicamente 
importante é o modelo de Kuramoto (para revisão e apli-
cações biológicas conferir Acebrón et al., 2005).  Incluindo 
a diferença de fases nas equações diferenciais, Kuramoto 
propôs a seguinte variação:

i = 1, ..., N

i = 1, ..., N

   
De maneira semelhante, temos que a sincronização 

de uma população depende da relação entre as freqüên-
cias naturais, dado o acoplamento (Strogatz, 2000; Mon-
teiro, 2010). Existem, ainda, variantes mais recentes dos 
modelos descritos acima associados com a atividade neu-
ral. Monteiro et al. (2003) obtiveram sincronismo total e 
parcial para um grupo de três osciladores descritos pelas 
seguintes equações diferenciais:

dϕi

dt
= ωi +

q
N Σ

N

j = 1

sin(θj-θi)

dϕi

dt
= ωi +

q
N Σ

N

j = 1

I(θj)R(θi)

dϕ1

dt
= ω1 + ksin(θ2-θ1) - ksin(θ3-θ1)

dϕ2

dt
= ω2 + ksin(θ1-θ2) - ksin(θ3-θ2)

dϕ3

dt
= ω3 + ksin(θ1-θ3) - ksin(θ2-θ3){



23Revista da Biologia (2014) 12(1)

ib.usp.br/revista

Modelo
Os módulos envolvidos na comunicação foram definidos 
como sistemas receptor/emissor hipotéticos. Para tanto, 
esses sistemas foram modelados como osciladores defi-
nidos abaixo. É importante ressaltar que, conforme será 
visto adiante, o modelo proposto é de fase indefinida, o 
que, apesar de ser uma limitação, não tira a validade dos 
resultados.

Dessa maneira, cada oscilador possui, como vari-
áveis de estado, uma freqüência de oscilação (definido 
como um fluxo em um círculo), ω; uma diferença de fa-
ses, ϕ, definida como uma diferença entre a fase atual do 
oscilador e uma fase intrínseca, na qual ele permanece na 
ausência de interações. Essa fase é considerada a partir do 
seu seno para que, uma vez que a freqüência é definida 
como um fluxo em um círculo, a fase esteja restrita ao 
mesmo círculo. 

Temos ainda uma variável de estado A, associada 
com a geração de freqüência, e uma variável de estado B, 
associada com a geração da fase.  Dessa maneira, o sistema 
de equações diferenciais de um oscilador i, parte de um 
grupo de N osciladores, é dado por:

O parâmetro C é um amortecimento de freqüência, 
o parâmetro m é um amortecimento da variável de estado   
B e o parâmetro ω0, por sua vez, é uma referência interna 
da freqüência. Ademais, a comparação entre as freqüên-
cias é mediada pelos parâmetros K1 e K3, enquanto a com-
paração entre as fases é mediada pelos parâmetros K2 e 
K4. Note ainda que o acoplamento, de fase e freqüência, é 
dado pela média das fases e freqüências dos outros oscila-
dores envolvidos na interação. Nosso modelo, então, pos-
sui tanto elementos do modelo de Kuramoto, que leva em 
conta a diferença de fases, como elementos do modelo de 
Winfree, no qual existem parâmetros associados ao efeito 
de outros osciladores e parâmetros associados à reação a 
tais efeitos, podendo, portanto, ser considerado uma va-
riação desses dois modelos.

O modelo descrito acima foi analisado (conforme 
será explicado adiante) nas três seguintes situações:

•	Um oscilador (i.e. os parâmetros K3 e K4 são 
iguais a zero).
•	Dois osciladores (i.e. N = 2).
•	Osciladores iguais (i.e. todos osciladores pos-

suem parâmetros iguais).

Caixa 1
Dois aspectos importantes do estudo de sistemas dinâmi-
cas são o ponto de equilíbrio (P.E.) e a estabilidade. O ponto 
de equilíbrio (cuja notação será um asterisco sobrescrito à 
variável de estado) é um vetor com valores nos quais o sis-
tema para de variar, ou seja, quando as equações diferen-
ciais são igualadas a zero. A estabilidade desse ponto de 
equilíbrio pode, em linhas gerais, ser obtida se afastarmos 
o sistema do ponto de equilíbrio: caso ele volte ao mesmo 
P.E, o sistema é assintoticamente estável, caso contrário, ele 
não é assintoticamente estável. A generalidade do processo 
descrito acima (afastamento e retorno ao P.E.) define, ainda, 
se a estabilidade é global ou local. Caso o sistema retorne 
ao seu ponto de equilíbrio independente de quanto (ou 
para onde) o afastamos, ele será considerado globalmente 
estável; caso isso não ocorra em alguma condição, o P.E. é 
localmente estável.
Essas características podem ser exemplificadas com o mo-
delo de crescimento populacional de T.R. Malthus. Nesse 
modelo, o tamanho de uma população (x) aumenta com 
nascimentos (n) e diminui com mortes (m). Se considerar-
mos k = n - m, temos a seguinte equação diferencial: dx/dt 
= kx. O P.E. é obtido a partir de kx* = 0    x* = 0, ou seja, o 
tamanho da população para de variar quando tivermos zero 
indivíduos. A estabilidade por ser calculada de diversas ma-
neiras e, no exemplo em questão, é definida pelo parâmetro 
k. No caso de k > 0 (nascem mais pessoas do que morrem), 
temos que o sistema é instável e o tamanho da população 
tende ao infinito; caso k < 0 (morrem mais pessoas do que 
nascem), o sistema é globalmente estável e sempre tenderá 
ao seu ponto de equilíbrio (i.e. zero).

Análise do modelo
Os modelos foram analisados através da obtenção dos 
pontos de equilíbrio (P.E.) e da estabilidade (para maio-
res informações, ver Caixa 1). A estabilidade foi obtida 
analiticamente por meio dos autovalores para o caso de 
um único oscilador e estimada, dada a complexidade do 
sistema, para a situação com dois osciladores, a partir de 
simulações numéricas em Simulink/Matlab 7.10 (The Ma-
thworks Inc., Natick, MA, EUA). A estabilidade para a si-
tuação com osciladores iguais foi inferida da estabilidade 
com osciladores diferentes, já que a segunda é uma versão 
mais geral da primeira.

Geração de entropia (σ)
Como dito anteriormente, a geração de entropia de 

um sistema é dada pelo produto da diferença de potencial 
pelo fluxo. Assim, o presente estudo considera a genera-
lização desse cálculo através do produto da freqüência ω 
(representando o fluxo obtido) pelo termo A (represen-
tando a diferença de potencial instalada no sistema para 
gerar o fluxo). É importante ressaltar que estamos consi-
derando condições de temperatura constante e fixa entre 
todas as situações. Portanto, no cálculo de σ, não levamos 
em conta o termo T -1 no produto do fluxo pela diferença 
de potencial. Além disso, o cálculo está sendo feito no P.E., 
dessa maneira a geração de entropia será representada por 
σi 

Temos então que a geração de entropia é dada por:
*

i = ωiAi
* ** (2.2)

(2.1)
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Temos então, conforme esperado para um oscilador 
isolado, que o valor da freqüência no ponto de equilíbrio 
é igual à freqüência natural do oscilador (ω0) enquanto o 
valor da fase no P.E. vale zero. Temos também que a variá-
vel de estado A* está relacionada com a freqüência natural 
e, finalmente, a variável de estado B* vale zero, já que o 
oscilador está na sua fase natural.

O ponto de equilíbrio é globalmente assintotica-
mente estável quando respeitadas as seguintes condições: 

Minimização da geração de entropia
A geração de entropia foi comparada em duas situa-

ções. Em um primeiro momento,  de um oscilador isolado 
foi comparado com o de dois osciladores acoplados. Em 
seguida, a geração de entropia dos modelos com oscila-
dores diferentes foi comparada com o modelo que possui 
osciladores idênticos para verificar qual situação minimi-
za. Essa comparação foi feita explorando os limites das 
funções e através de variações numéricas dos parâmetros. 

Resultados 

Um oscilador isolado
O ponto de equilíbrio para um oscilador isolado é dado por:

 
Como resultado, se evitarmos o caso específico 

ω* = ω0

ϕ* = 0

A* = Cω0

B* = 0

2)

Dois osciladores diferentes com acoplamento
O P.E. para o sistema com dois osciladores diferentes é:

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

É interessante observar que (pelas equações 3.5 e 
3.6) o modelo permite obtermos uma interação entre dois 
osciladores que, apesar de acoplados, possuem freqüências 
distintas entre si e em relação às freqüências naturais.

Os valores das fases no P.E. podem ser obtidos par-
tindo de:

(3.11)

onde, o valor das duas fases no P.E. será zero (i.e. a solução 
trivial).

A estabilidade do ponto de equilíbrio do modelo 
com dois osciladores não pôde ser obtida analiticamente, 
porém em simulações numéricas foi possível estimar que 
o P.E. obtido é localmente estável se:

K11
K12

 > K31
K32

(3.12)
       

Osciladores iguais
O ponto de equilíbrio obtido para o modelo com um os-
cilador é:

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Em relação à fase temos que:

(3.16)

De maneira similar ao obtido no modelo com oscila-
dores diferentes, não levaremos em conta o caso específico 
K4 /K2 = 1 onde  e, portanto, consideraremos que ϕ* = 0.

A estabilidade foi mais uma vez estimada e, dessa 
maneira, o sistema é globalmente assintoticamente estável 
quando:

K1 > K3

Minimização da geração de entropia
De acordo com a seção 2.2.2, a situação que minimi-

za a geração de entropia foi obtida através da exploração 
dos limites das funções. No entanto, é importante ressaltar 
que σ apresenta um comportamento não linear, tendendo 
ao infinito quando houver uma igualdade entre os parâ-
metros K1 e K3. Como esse comportamento, o qual nos 
referiremos como singularidade, está associado com uma 
geração de entropia (i.e. processamento, segundo nossa 
interpretação) tendendo ao infinito (e contra o processo 
de minimização a ser estudado), assumiremos que todo 
oscilador/organismo tentará evitar essa situação e, por-
tanto, não a levaremos em conta em nossa análise. 

1)

e

(3.17)
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Um oscilador versus dois osciladores
A geração de entropia para um único oscilador, a partir 
das equações 2.2, 3.1 e 3.3, é dada por:

Comparando os dois modelos, da mesma maneira 
exemplificada anteriormente, é possível observar que a 
situação com osciladores iguais minimiza a geração de en-
tropia. Da mesma maneira que o observado acima, essa 
afirmação só não é válida quando K1 → 0 ou K3 → ∞, cir-
cunstâncias que desrespeitam as condições de estabilida-
de.

É possível observar ainda, considerando a situação 
com os osciladores iguais, alguns comportamentos 
específicos que são importantes para discussões futuras. 
Entre esses podemos destacar a informação de que a 
geração de entropia é minimizada quando K1 >> K3, ou 
seja, quando a sua própria freqüência possui um peso 
maior do que a freqüência dos outros osciladores.

Discussão

A primeira conclusão desse estudo é que a interação com 
um segundo sistema aumenta o processamento dos or-
ganismos envolvidos na comunicação. Esse aumento de 
processamento pode ser explicado pelo fato do sistema de 
comunicação precisar lidar, agora, com sinais novos. Essa 
conclusão, por si só, não é totalmente inesperada já que a 
interação pode ser facilmente associada com um aumen-
to na demanda neural; por outro lado é importante ob-
servar que o modelo proposto conseguiu com sucesso se 
aproximar de resultados iniciais esperados para sistemas 
biológicos.

No entanto, a segunda conclusão está longe de ser 
trivial. De acordo com nossas simulações podemos afir-
mar que a situação com osciladores iguais minimiza a ge-
ração de entropia, ou seja, se comunicar em freqüências 
diferentes é uma estratégia mais custosa. Isso implica que 
é mais interessante, evolutivamente, manter uma baixa 
variabilidade intraespecífica entre animais que emitam si-
nais de um mesmo ambiente. Isso nos leva a esperar que 
os animais evitem sinais diferentes, o que pode ser obtido 
através de isolamento geográfico ou com um acoplamento 
seletivo. Focando-nos no segundo caso (i.e. aspecto fisio-
lógico), temos que o acoplamento seletivo está presente 
em algumas espécies de anuros e está associada a uma 
seleção preferencial fisiológica/anatômica aos sons emi-
tidos por indivíduos da mesma espécie, negligenciando, 
assim, o resto (Gerhardt e Schwartz, 2001). Um exemplo 
mais característico é o caso do anuro Amolops tormotus; 
essa espécie possui adaptações anatômicas que permitem 
a comunicação em ultra-som, diminuindo muito a intera-
ção com animais de outras espécies (Feng e Narins, 2008). 
Dessa forma, nosso estudo sugere que essas adaptações 
estão relacionadas a uma minimização da geração de en-
tropia (i.e. processamento, segundo nossa interpretação) 
na comunicação.

Da mesma maneira, temos que a sincronia comple-
ta (fase e freqüência), observada em algumas espécies de 
anuros (Well, 1977) e vagalumes (Strogatz e Stewart, 1985; 
Buck, 1988; Moiseff e Copeland, 2000), também pode ser 
justificada pela minimização de σ (vide Buck, 1988; Gre-
enfield e Roizen, 1993; Greenfield, 1994, para outras pos-
síveis justificativas para a comunicação em uníssono).

Por outro lado, as gerações de entropia para dois os-
ciladores diferentes, a partir das equações 2.2, 3.5, 3.6, 3.7 
e 3.8, são descritas como:

Focando-nos no parâmetro K1, podemos exemplifi-
car o que foi realizado para todos os parâmetros. Quanto 
este parâmetro tende ao infinito é possível observar que:

σ de um oscilador isolado
 
σ do primeiro de dois osciladores diferentes 

σ do segundo de dois osciladores diferentes 

Por outro lado, se o parâmetro K1 → 0, temos que:

σ de um oscilador isolado 

σ do primeiro de dois osciladores diferentes  

σ do segundo de dois osciladores diferentes 

Dessa maneira, é possível inferir que, em relação ao 
parâmetro K1, σ é menor ou igual nas situações com um 
oscilador isolado.

Levando em conta todos os parâmetros, essas equa-
ções nos permitem afirmar que osciladores acoplados pos-
suem σ maior do que osciladores isolados. As únicas exce-
ções surgem quando K1 → 0 (como visto acima) ou K3 → ∞, no 
entanto essas situações desrespeitam a condição de estabili-
dade e, portanto, não são relevantes para as nossas análises.

Osciladores diferentes versus osciladores iguais
Como a geração de entropia para dois osciladores dife-
rentes já foi descrita na seção anterior, seguiremos para o 
modelo com osciladores iguais, o qual pode ser definido a 
partir das equações 2.2, 3.13 e 3.14 como:

(3.21)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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É importante ressaltar que, embora a situação que 
minimize a geração de entropia seja a com osciladores 
iguais, não esperamos que todos animais envolvidos nes-
ses processos tenham que necessariamente ser idênticos. 
Dessa maneira, se levarmos em conta que a geração de 
entropia é uma função do conjunto P dos parâmetros dos 
sistemas envolvidos na comunicação, σ = F(P) , podemos 
considerar que:

Assim, temos que quanto mais semelhantes os in-
divíduos forem, menor será o processamento. A demons-
tração do limite exposto acima permitiria generalizar o 
papel da potência dissipada nos processos de comunica-
ção, porém acreditamos ser um trabalho a ser realizado 
no futuro.

Por último, a relação K1 >> K3 nos permite inferir que 
mesmo uma população de indivíduos que emite sinais em 
uníssono valoriza mais suas referências internas do que si-
nais de outros indivíduos. Assim, diferentemente do espe-
rado (conf. Strogats e Stewart, 1985), essa sincronia com-
pleta surge não por um alto acoplamento, mas sim devido 
a uma alta semelhança entre características (parâmetros) 
dos sistemas envolvidos na comunicação. Essa popula-
ção estaria, então, mais próxima do limite apresentado na 
equação (4.1).
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Triburguers e a entropia
... ou, a história da triste constatação feita por um pensador, inútil, amigo
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Há um primo pobre que habita os Países Baixos e, de 
quando em quando, precisa saldar suas dívidas, mas fica 
sem dinheiro. Então, um primo rico, dos Países Altos, se 
dispõe a emprestar $$ ao primo pobre, o qual usa o di-
nheiro para saldar suas dívidas. Assim que o primo pobre 
recebe seus pagamentos, devolve o $$ ao primo rico. 

As transações são feitas da seguinte maneira (ver Fi-
gura). Em sua moeda, o tradicional Grande Quente, Q$, o 
primo rico deposita Q$ 5.000 num banco para transferên-
cia. Desses 5.000, 10% são retidos como impostos e, então, 
chega ao banco da filial, nos Países Baixos, 4.500 grandes 
quentes. 

Nos Países Baixos, a moeda é o inexorável Pequeno 
Quente, q$. A taxa de conversão das moedas é de 4:1, e o 
primo pobre retira, assim, q$ 18.000, salda suas dívidas 
e, algum tempo depois, recebe seus pagamentos. Então, 
para fazer a devolução, volta a depositar 18.000 pequenos 
quentes e faz a transferência. Como de praxe, 10% são re-
tidos como impostos e, portanto, chegam q$ 16.200 aos 
Países Altos, sendo convertidos, a 1:4, em Q$ 4.050. 

os empréstimos recebidos. E como ele garante, ao primo 
rico (o qual informa isso ao seu primo bilionário), que o 
dinheiro dos impostos retido nos Países Baixos é utiliza-
do para alimentar os carentes, o primo bilionário também 
fica muito contente pois se sente um grande filantropo 
ajudando a alimentar os pobres dos Países Baixos (aliás, 
nos Países Altos não há pobres e, assim, não há como pra-
ticar filantropia por aquelas bandas). 

Apesar de que todos garantem estar devolvendo, 
integralmente, o que recebem, o primo bilionário, como 
todo bom banqueiro, resolve fazer as contas para ver se 
está sumindo algum $$ pelo caminho. O balanço de $$ é, 
então, feito:

O primo rico tem, contudo, um primo bilionário, 
que atua no setor bancário do governo dos Países Altos, e 
se dispõe a arcar com os eventuais déficits das transações. 
Como este primo recebe os Q$ 500 que ficaram retidos em 
impostos nos Países Altos, quando da saída dos Q$ 5.000, 
ele adiciona Q$ 450 a estes 500 e os devolve ao primo rico. 
Desta maneira, o primo rico fica feliz pois, ao final, não 
teve prejuízo algum. O primo pobre também fica conten-
te pois consegue, sempre, saldar suas dívidas e devolver 

empréstimo do primo rico - 5.000Q
retido em impostos (Países Altos) - 500Q
saída dos Países Altos - 4.500Q
conversão Q → q 18.000q
devolução do primo pobre 18.000q
retido em impostos (Países Baixos) 1.800q
conversão q → Q dos impostos - 450Q
entrada nos Países Altos 16.200q
conversão q → Q + 4.050Q
impostos recebidos + 500Q
adicionado pelo primo bilionário + 450Q

Balanço de $$ 0

E o primo bilionário fica feliz em saber que ninguém 
está metendo a mão na tigela. Realmente, todo o $$ está 
num ciclo sem desaparecimentos, e o que ele tem que in-
jetar são os 450Q (1.800q) retidos como impostos nos Paí-
ses Baixos, e que são utilizados para alimentar os carentes.  

A alimentação nos Países Altos e nos Países Baixos 
é constituída por uma comida muito especial, a qual con-
tém todos os nutrientes necessários a uma boa saúde e 
para a demanda energética. Essa comida são os famosos 
Triburgers, que todos querem e todos necessitam. 

Cada Triburger, nos Países Altos, custa 10Q. Cada 
Triburger, nos Países Baixos, custa 50q. Nenhum proble-
ma, afinal, são economias diferentes e independentes.

Um dia, ou melhor, uma noite, o primo bilionário 
pula de sua cama, desperto no meio de seu sono por um 
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incomensurável incômodo: os Países Altos estavam sen-
do roubados. Ele telefona (ou, talvez, skypeie) para seus 
amigos do governo, os quais, por sua vez, telefonam aos 
amigos do governo dos Países Baixos e, ao final da noite, o 
primo bilionário é informado de que não há roubo algum, 
que todos os impostos são legais entre os países, que a taxa 
de conversão está correta, e que o preço dos Triburgers 
acompanha as economias locais. E que se ele quer conti-
nuar a ser um filantropo, não há outra saída senão injetar 
os 450Q para manter o ciclo. E, afinal, estes 450Q não es-
tão desaparecendo, como ele mesmo já constatara.

Conformado, porém chateado, pois algo ainda o in-
comoda, o primo bilionário chama, na tarde seguinte, um 
grande amigo, pensador inútil de nome bizarro, para ver 
se este consegue esclarecer o incômodo do qual padece o 
bilionário.

O pensador inútil examina, rapidamente, o quadro, 
e chega à seguinte conclusão. Não basta fazer um balanço 
de $$. Existe uma outra propriedade no ciclo que neces-
sita ser definida. Que propriedade é essa, quer saber o bi-
lionário. Mais algum tempo, e o pensador retorna com a 
explicação.

Ele notou que existe uma propriedade, que assim 
como o $$ também é conservada, e que também tem um 
balanço. Ou seja, o que ele vai descrever ao bilionário é 
uma propriedade, tão propriedade quanto o $$, mas que 
não é tão óbvia quanto o $$. É uma propriedade cujo ba-
lanço será nulo, mas que tem conseqüências diferentes das 
do balanço nulo de $$. 

E, assim, o pensador dispara: “Como você vê, são os 
seus 450Q que, no final das contas, são transformados em 
Triburgers nos Países Baixos. Ou seja, no fundo, de toda 
essa transação, a única coisa que resta, de fato, são esses 
450Q, convertidos em 1.800q, a serem utilizados para ob-
ter Triburgers por lá. O seu incômodo vem do seguinte 
fato. Aqui, seus 450Q valem 45 Triburgers. Lá, os 1.800q 
valem 36 Triburgers. Assim, temos uma propriedade, que 
chamaremos de sumiço, S, definida como $$ dividido por 
Triburgers. O balanço de S é, portanto, o seguinte (e, como 
você verá, não há ninguém roubando nada)”:

não. Caso ele quisesse obter algum trabalho útil, alimen-
tado carentes nos Países Baixos (já que, nos Altos, não há 
nem como nem porque se fazer isso), ele teria que injetar 
um potencial de Triburgers maior do que o que seria ob-
tido. Ou seja, para realizar algum trabalho útil, o sumiço 
S se fará, sempre, presente, através de uma transformação 
com perda no potencial de obtenção de Triburgers.

Saindo dos países das fábulas maravilhosas e retor-
nando ao nosso Universo sem graça, parece que a maior 
dificuldade das pessoas é entender a entropia (entro-
pia) S como uma propriedade de um sistema1. Há sem-
pre a utilização equivocada de “entropia = bagunça”. Isto 
é equivocado pois, como vimos acima, a entropia é uma 
propriedade física de um sistema, a qual é obtida “fisi-
camente” através de um balanço num ciclo, exatamente 
como a energia. Não é preciso se pensar em bagunça para 
se definir entropia. O que se deve pensar é no seguinte: a 
obtenção de trabalho útil sempre é associada, de maneiras 
diretas ou indiretas, à transferência de energia entre um re-
servatório quente a um reservatório frio, e tal transferência 
é, sempre, acompanhada por uma perda de potencial para 
realização de mais trabalho útil. 

Esta propriedade, de perda de trabalho útil, é carac-
terizada através da entropia, cuja variação é dada por T 
× dS = dQ, e a entropia é, fisicamente, a propriedade que 
zera um dos balanços presentes num ciclo.

A associação bagunça - entropia surge da formula-
ção de Boltzmann a qual associa a entropia ao número de 
estados acessíveis num sistema (logo, quanto mais estados 
acessíveis, maior a entropia e, dado o maior número de 
estados possíveis, maior a “bagunça”). Contudo, note o 
problema que surge ao se levar bagunça como entropia. 
Como as transformações espontâneas são aquelas nas 
quais há aumento de entropia, e como o número de esta-
dos possíveis é maior a altas temperaturas, então, os siste-
mas deveriam se aquecer, espontaneamente ! Mas, se um 
sistema aumenta sua temperatura espontaneamente, en-
tão há um maior potencial de troca com um reservatório 
frio e, portanto, poder-se-ia obter trabalho útil vindo do 
nada !!! Haveria muitas exclamações para um texto cienti-
fico e motos contínuos2 poderiam ser construídos. Qual o 
impedimento?

Como deve ter sido notado, o impedimento está na 
interpretação que se está fazendo do significado do aumen-
to da propriedade entropia, ao associar este aumento com 
“bagunça” (maior número de estados acessíveis). Há um 
aumento de estados acessíveis no reservatório frio, mas 
uma diminuição no reservatório quente. Desta forma, o 
“estado final” será aquele no qual não mais seja possível 
transferir energia do reservatório quente ao reservatório 

1 S não tem nada a ver com sumiço (mas ajuda), e sim com o termo 
grego significando evolução (mudança). Ao que consta “na lenda”, 
Clausius e Boltzmann foram inspirados na obra de Charles Darwin 
ao nomear a esta propriedade.

2 Chamados “motos contínuos do segundo tipo”, pois ferem a Segun-
da Lei da Termodinâmica na medida em que há surgimento “espon-
tâneo” de trabalho útil. Os do primeiro tipo ferem a Primeira Lei, 
ou seja, são aqueles que não são possíveis pois não há conservação 
de energia.

S Injetados 450Q/10 = - 45T
S Obtidos 1.800q/50 = + 36T
S Transformados (450Q/10)/5 = +  9T

Balanço de S no ciclo 0

Sendo que o denominador “5”, que surge no último 
termo, diz respeito à degradação do potencial de obten-
ção de Triburgers dos Países Altos que ocorre nos Países 
Baixos.

Assim, o pensador inútil definiu S = Q/T (ou q/T) e 
mostrou que esse negócio, S, apesar de não muito eviden-
te, é uma propriedade do ciclo, com balanço nulo e que 
permite aos trocadores de $$ entenderem o que ocorre, 
que vai além do balanço de $$, somente. 

Mas, a pior mensagem ainda estava por vir. Numa 
outra noite, o bilionário, já mais conformado, telefonou 
ao pensador inútil e perguntou se havia algum outro jei-
to dele ser um filantropo. O pensador inútil explicou que 
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frio, ou seja, a impossibilidade de se obter trabalho útil, e o 
número de estados acessíveis será menor do que o número 
no reservatório quente inicial (portanto, deste ponto de 
vista, houve uma “diminuição na bagunça”).

Moto contínuo, “never more” - tenha isso em mente 
e não mais se iluda. A entropia é uma propriedade física, 
tanto quanto a energia, e sua mensuração não diz respeito 
à bagunça. Todo trabalho útil somente é obtido através do 
aumento de entropia em algum lugar do universo, isto é o 
fato ... e, portanto, 

T × dS ≥ dQ reversível

é a regra, ou seja, o aumento de entropia é sempre 
maior ou igual ao calor trocado de maneira reversível 
num sistema (dividido pela temperatura, óbvio, pois en-
tropia não é energia).

José Guilherme Chaui-Berlinck
23 de julho de 2012
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