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A PROPOSITO DO “ULTIMO TEOREMA
DE FERMAT”

Joio Epuarpo R. VILLALOROS

Ha quem defenda — e nfo sio poucos — o que chamariamos de uma

_______ diditica da ataraxia, isto ¢, uma_forma de emsipar que se deveria limitar
aos recursos capazes deftranqiilizay)o estudante, devolvendo-lhe ou garan-
tindo-the aquela placidez 56 possivel nos espiritos libertos de quaisquer
dividas mats. sérias, De fato, contamos j& com_ maravilhosas dgscobertas

_Dedagigicas que, apoiadas em requintada tecnologta, "permttem que a
Jnsttigdo seja programada de forma a” sé” proporciomar contetidos tidos
por iqdf&ggtiveig, a serem automaticamente 4devolvidos Jpelo aluno apés a
devida fixagfio do competente esquema S-R.

O aati-secratismo pedagdgico a que nos referimos (ou seria uma espé-
cie de pirronismo s avessas?), costuma tornar-se particularmente interes-
sante quando, por diferentes circunstincias, acentua-se a necessidade de
clamarmos por valores impostos, ou seja, quando a tnica solugio que nos
parece vidvel para agudas questdes morais e sécio-politicas residiria na
atuagiio de algum ditador onisciente, a quem competiria dissolver, pela
forea que fosse, todas as perplexidades humanas, comegando por desesti
mular nas escolas o florescimento de personalidades afeitas is perguntas,
esquecerido que a dignidade humana deveria ser sempre prioritariamente
considerada em nossos modos de ensinar, poderiamos obter, em compen:
sagio, um certo grau de felicidade geral, imparcialmente distribuida entre
tedos por uma educagio daguele tipo.

E bem verdade que um género inteiramente programado de instrugio,
sobre contribuir para © sossege coletivo, poderia, entretanto, servir de
obsticulo para ¢ desenvolvimento do espirito cientifico. Em certo sentido,
a propria ciéncia deixaria de ser ensinada, limitando-se a escola apenas
a transmisséo de técnicas ja consagradas, suficientemente boas para manter
o padrio de conforto a que muitos jd se acostumaram e também legitima-
mente reivindicado pelos que ainda ndo lograram usufruir, na escala dese-
javel, dos bens de consumo gerados pela moderna tecnologia, Efetivamente,
como ¢ sabido, a ciéncia se alimenta de problemas e nenhum cientista que
se respeita apresenta qualquer conclusic como se fosse definitiva, Assim
sendo, quando a aspiragio é a de um mundo despido de problemas morais
¢ intelectuais, a melhor solugdo seria, se nio a radical supressio do pro-
ptio mundo humano, ao menos um sistema educacional que, servindo a
objetivos sdcio-politicos perfeitamente definidos por algum iluminado pars
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tido, liquidasse com todas as dévidas e substituisse ag interrogagbes pos-
stveis por respostas finais. SR

Como ja foi assinalado, certas circunstincias podem acentuar em
todos nds, e sobretudo nos jovens, o desejo nde inteiramente inumano de
submissdo a palavra indiscutivel de quem quer que se encarregue de nos
chefiar, pois a ataraxia, a afasia e mesmo a “apatéia” dos estbicos (dei-
xemos de lado a solugiio da morte) podem surgir como 1nicas saidas vidveis
para a desesperanga. Quando esse processo repercute na ‘escola, porém, -0
mais atingido costuma ser o professor de ciénicias humanas, especialmente
aquele que ainda nfo abrin mio do direito de julgar por conta prépria.os
problemas inerentes 4 condi¢io humana. Se o professor insiste em analisar,
discutir ou por em dftvida as solugBes de praxe, é comum o estudante
desesperar-se e solicitar do mestre somente sohiges, nunca problemas. E
nem sempre é facil explicar que as ciéncias. humanas (se de fato ja sfo
ciéncias) sdo especialmente complicadas, interferindo em sens resultados,
com enorme freqiiéncia, todo tipo de preconceitos, projegdes, motivos mais
ou menos ocultos, racionalizagBes, aspiragdes: -mal -confessadas e assim
por diante. ST
. Mais dificil, contudo, é fazer o aluno compreender que, se o estado
geral -de incerteza € bem mais visivel no campo das ciéncias humanas,
isto ndo significa que outros setores do saber cientifico, ditos mais exatos,
estejam imunes ds perplexidades, aos insolfiveis, dos indecidiveis, Ao con-
trrio, dado o volume das coisas ignoradas ou mal sabidas em todos os
ramos da ciéncia, mais correto seria concluir-se que essa situagio ¢ ine-
rente 4 propria atividade cientifica e que simplesmente ndo haveria qual-
quer ciéncia se nio houvesse o que procurar, se nio houvesse, em razio
da natureza humana, espanto, ddvida, curiostdade e ignorancia. E a dife-
renca mais perceptivel entre as ciéncias humanas e outras consideradas
mais conspicuas como a Matemitica e a Fisica, por exemplo, é que aquelas,
sobre nfo terem desenvolvido ainda métodos rigorosos de investigagio (ndo
sabemos se em razfo de sua juventude ou da prépria natureza do objeto
investigado), sic muito mais suscetiveis de interferéncias subjetivas, pois
somos nos mesmos os estudadas, BT

De qualquer forma, acreditamos que o.conhecimento de alguns fatos
da histéria das ciéncias, especialmente daquelas que costumam receber a
equivoca denominagio de ‘“‘exatas”, & bastante sugestivo para que se
leve o educando 2 perceber que qualquer ciéncia é sempre um mar de
incertezas, de questdes ndo resolvidas, de pontos obscuros, de teorias ‘diver-
gentes e mesmo contraditérias, isto para nio se mencionar, shakespeareana-
mente, tudo 0 que pode haver entre o céu e a terra e do qual nossa
inteligéncia nem sequer suspeita. E mais ‘desejivel ainda é que o aluno,
desde muito cedo, sinta que a ciéneia existe como um “premio da dor”,
isto ¢, como a resposta sempre procurada e sempre fugidia, procura que
se faz porque estamos vivos e nfo sabemos por qué e para qué, porqus
-temos um universo diante de ndés sem saber o que é.
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A Matemdtica também se nutre de incertezas e por isto progride sem-
pre. Mas houve um momento de sua histéria recente no qual, finalmente,
pareciam dissipar-se todas as grandes dividas, Referimo-nos 4 ocasido em
que, depois da obra pioneira de um Boole, de um Fregg on de um Peano,
Russell ¢ Whitehead, de um lado, Hilbert, de outro, deram a impressio de
ter atingido o objetivo tragado por Frege, qual seja, “uma ininterrupta
exigéncia de precisdo no processo de demonstracio e a mdéxima exatido

. \agica, juntamente com a clareza ¢ a brevidade”.

De fato, sem entrarmos aqui nas distingfes muitas vezes preciosas

que podem ser feitas entre determinadas tendéncias que caracterizam a.ldgl:.

_ca matematica desenvolvida neste século, o certo € que, até certa altura
desse progresso, tudo indicava a possibilidade de chegar-se dquele Zalgo-

._ritmo_total’ idealizado por Fiege, o que permitin a Hilbert declarar, em
1923, que “tudo o que integra a Matemética no sentido até agora aceito
estd rigorosamente formalizado” (1}. O mesmo Hilbert, porém, reconhe-
ceu que, em nome da seguranca da prépria Matemidtica, fazia-se neces-
sitio o surgimento de uma Metamatematica cuja linguagem, (mals quali-

(tativa e resultante da aplicacie de “inferéncias intuitivas”, permmtiria
demonstrar a ndo-contradigdo. dos axiomas, de tal forma que as intelecgdes
obtidas mediante pracessos metamatématicos e referentes 4 demonstrabili-
dade e nio-contradicdo dos sistemas formais da matemitica corrente “é
que deveriam considerar-se’ como as verdades absolutas”.

O programa de Hilbert gquanto 4 constitui¢io de uma Metamatematica
com fundamentos intuitives j& constitufa uma afronta 3s pretensbes de
logicistas e formalistas (2). Godel, entretanto, em seu famosissimo traba-
lho de 1931, introduziu uma- questio de envergadura bem maior, destinada
a causar grande comog¢io nos meios matemdticos, sobretudo porque frus-
trava pela raiz esperancas nutridas desde fins do século passado, quais
sejam, as de que, finalmente, 'um conjunto logicamente articulado de
alguns axiomas e regras de inferéncias (Godel referiu-se especialmente aos
grandes sistemas formais dos “Ptincipia Mathematica” e de Zermelo-
Fraenkel) seriam suficientes para resolver.todas as questGes matemdticas
que se podem expressar totalmente formalizadas nos sistemas formais. Uti-
lizando-se de recursos . propiciados pela’ Metamatematica, o referido
matematico demonstrou gque, naqueles sistemas, hi problemas até relati-
vamente simples que nfio podem ser resolvidos em seu interior, isto ¢, a
-partir de seus axiomas, mostrando também que tal fato nio se deve a natu-
reza especial deste ou daquele sistema mas é comum a uma ampla gama
de sistemas formais. : :

(1} J& em 1899, em seu célebre. trabalho sobre os fundamentos da geometria,
Hilbert manifestara a convicgio de que seria possivel “escolher para ela um com-
junto completo e simples de axiomas independentes™, visando ac desenvolvimento l6gico
dos mais importantes teoremis geomnétricos. :

(2} A propdsito do intuicionismo de' H. Poincaré, escreveu B. Russell, per
exemplo, que “nenhum apelo ac senso .comum ow & ‘intui¢ie’, ou a nada exceto 'a
légica estritamente dedutiva é necessiric em Matemitica depois que as premissas
tenham sido assentadas”.
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O que Gddel conseguin provar, em sintese, € a existéneia de proposic
e §Qno sistema dos “Principia’ que afirmam sua prépria indsguonstzabili-

dade, Assim, da observacio de. -que uma: pr icho afirma sua propiia

mdemonstragl:ghdade segue-se qite é. vcrdaderra pom_g_gjgt_vgmgm_,l_n__'a-
““monstravel, de onde se retira a curiosa conclusio segundo a qual uma
proposigdo, indecidivel no sistema PM, resolve-se mediante consideragdes
metamatematicas, con51derag085 que levam a resultados surpreendentes no
tocante 4s provas de nio-tontradigio dos sistemas, formais,

_A citada prova de Gédel, que nio delxa de lembrar certas dlflculdades
logicas e gnoseologlcas apresenta,das por Plafdo em sea “Parménides”
(132 a-b, isto é, o problema do- “tercelro homem “segundo a apresenta(;ao
de Anstoteles) e depois por Leibniz, {p.. [ Monadologla s Prop. 37:

“a razdo suficiente ou final deve ser, extenor_ a sequen(:la. ou série de
particulareg contingentes, quio 1nf1n1ta possa er o série’ ’}, a prova de

Godel, diziamos, & suficiente para. rcvelar até que pontow

das ciéneias (ﬁ(ﬁe“ envolver-g grancles dl,rﬁ;,ul_dgdes e até que ponto

submete-se a0 processo &s aémalicggnmas ol seja, A um Processo © coutmuo

de conqulstas sempr@st&s jonde novos problema.s nunca deixam de api- apas
t

recer, num incessante desafio a mtehgenma humana ¢ numa ligio perenc
de humildade oferecida a essa mesma. mtehgenc1a

% *.:* :

L

histéria de um teorema particular, a do famoso fltimo teorema
e ; que apresenfaremos a seguir, com um pouco mais de porme:
nores, ta vez signifique o mais espantoso: acontecimento em toda a historia
da Matematica e parece-nos excelente para evidenciar tapto a agudeza do
espirito humano quanto seus limites, pois-nos revela claramente as virtu-
des e as insuficiéncias desse mesmo espiritp g mais do que isto, o que
pode fazer pelo progresso da ciéncia a menté que sempre 1nvest1ga, ‘nunca
satisfeita consigo mesma e nunca esquec:da de que a_ciéncia, longe de ser
um conjunto de resultados acabados €, .essenmalmente, um pracesso que se
ﬂ'c:;rrp_ela. diivida e termina pela(auvga) emhqra seja um “palido.clarfo”,

na feliz 1magem de Poincaré, o tnico de gque. yerdadeiramente dispomos.
Foi 4 margem d& $uma copia de um texto de, Diofantos (3) que Fermat
(c. 1637) fez a sua célebre aflrmagao, destmada a desencadear um pro-

(3) Matemitico Alexandrino (secs. III,_—_IV A. _D,).; % a seguinte a proposigﬁo
deste matemitico 3 margem da qual Fermat escreveu as conhecidas palavras {“ Arith-
metica”, II, 8): “Dividir um nimere quadrade em dms quadrados, Seja o quadrado
16 e x2 um dos quadrados requeridos, Logo, 16 — x2 deve ser igual a um quddra.do
Tome-se um quadrado da forma (mx -— 432, sendo s -um inteiro e 4 o nimero que €
a raiz quadrada de 16: por ex., tome-se {2x — 4)2:¢ equacione-se esta:expressio
com 16 — x% Assim, 4x2 — 16x + 16 = 16 — x2, ou 5x2 = l6x, e x = 16/3.
Os quadrados requendos sio, portanto, 256/25 144/25 (Pardfrase de T. L. Heath,
“ Diophantus of Alexandria®, Cainbridge, 1910}. A investigacio da teofia Diofantina
dos nfimeros tornar-se-ia assunto de trabalho de  grandes mateméticos como Viéte
Fertnat, Lagrange ¢ Gauss, entre outros, e haverla e ballzar o processo de Sﬁl’g“lﬂ'lm'
da. moderna teoria dos ninmeros. Lot
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cesso-na-histéria_da Matemitica que & durp mais de trés séeulos: “Por

ontro lado, é impossivel dividir um cubo em dois cubos, ou um blquadrado
em dois blquadrados, ou, em termos gerais, qualquer poténcia, excegio
feita 2 um quadrado em duas poténcias com o mesmo expoente. Descobri
uma prova verdadelramente notavel mas esta margem € muito pequena
para conté-la”, o

Dedicado i carreira das leis, mas matematico de imenso talento, Fer-
mat nfo primava em matéria de organizagio e, fregiientemente, limitava-se
a anunciar suas descobertas semi dar-se ao trabalho de apresentar qual-
quer demonstragio. Varias “notas' marginais” do génio francés criaram
problemas que 56 mais tarde seriam resolvidos por outros eminentes mate-
maticos, forcados estes a recriar 'as provas néo oferecidas ou perdidas,
Nio hi motivas de qualquer ordem para duvidarse da veracidade de
Fermat e de seu talento, pois as provas que efetivamente apresenton para
questBes dificeis e os infimeros trabalhos por ele realizados no campo das
matemdticas situam-no comio um dos mais brilhantes cientistas de todos os
tempos, ¢ pode atribuir-se a ele, também, a gléria de ter antecipado a

Meometrla analitica_de Descartes e calculo de Newton. Em Tace dessas’
circunstincias, restatiam apenas duas hlpoteses, a primeira nio su]elta a
prova, a segunda ainda aguardando verificacio: Fermat ter-se-ia enga-
nado ao julgar que encontrara a demonstragio; o teorema de Fermat ¢
insolfivel,

O enunciado do teorema de Fermat, contudo, € bastante elementar,
embora o problema do péssivel reencontro de sua solugfo tenha desafiado
a inteligéneia de grandes matemdticos, em mais de 300 anos de pesquisa
sempre frustrada: ndo existem nteiros x, § e 2, todos difeventes de zero,
gue satisfagam x¥® + y* =2, sendo n qualquer infeiro maior que 2. (1),

O teorema foi provado por Fermat para n =4 e por Euler (1770)
para n = 3 (embora a démonstracio deste altimo contivesse uma imper-
feicio, mais tarde corrigida por outros mateméticos). Tais demonstracdes
consistem em mostrar-se que, sendo possivel a determinacio de trés valo-
res inteiros de #, 3y e 2 que ‘satisfacam a equacio, entdo serd possivel
encontrar trés outros inteiros menores que também a satisfacam: mas: por
este processo verifica-se que a equaclio deve ser satisfeita por trés valores
que claramente nfo a satisfazem, Este método, contudo, é inaplicavel para
o caso geral. Se Fermat logrou efetivamente encontrar a solucio correta
para o caso geral, ele s6 o fez mais tarde. Presumindo-se que um nfimero
pode equivaler ao produto de poténcias de primos de uma e finica maneira,
uma determinada prova poderia ser oferemda, e é conjecturalmente pos-
sivel que Fermat tenha partido de tal suposicio. Ela é verdadeira para
inteiros reais, mas nio é necessariamente verdadeira para inteiros algébri-
¢os, definindo-se um inteirc algébrico como a raiz de uma equagio algé-
brica x@ - a, x®1 4 ., 42, =0, cujos coeficientes ¢ sio inteiros arit-
méticos (p. ex., a + b V-m, onde @, b e m sio inteiros aritméticos, é um
Inteiro algébrico). Desta forma, admitindo-se o uso destes inteiros genera-
lizados, 21 pode ser expresso de trés formas como o produto de primos,
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a saber; de 3 e 7, ou dt 44 V-5 e 4 V-5, ou de 1 +2 V-5 e 1-2 \/-5.
De maneira andloga, existem valores de % para os quais a equagao “de

Fermat conduz a expressbes que podem ser fatorada.s de mais de uma
forma. :

Demonstrado o caso (1) para # =4 e » =3 (Fermat e Euler)'_,- é
ficil ver-se que, para a solucio do caso geral, seria suficiente provar-se
a impossibilidade de xP+y?{-2P =0, sendo x, y e z inteiros nio iguais
a zero para qualquer primo # maior que 3. {2).

" Quanto ao caso (2), Legendre e Lejeune-Dirichlet demonstraram-no
para p = 5 (1823), e em 1840 Henri Lebesque logrou encontrar uma pro-
va para p ==7. Qutros esforcos, contudo, realizados por matematicos de
grande talento, deram em nada, Assim ocorreu, por ex., com Gabriel Lamé
e Augustin Cauchy, cujos resultados para o caso (2) fundamentaram-se
em .presungdes que depois se mostraram falsas. Tais erros, porém, servi-
ram de forte estimulo para as investigacSes de outros matemdticos igual-
mente ilustres que, se nio puderam encontrar uma solu¢iio geral (como até
hoje nfio se encontrou), consegniram dar um extraordinario impulso tanto
no campo da teoria dos niimeros quanto no tocante a descoberta de novos
e fecundos recursos metodoldgicos, ao mesmo tempo em que iam surgindo
solugSes parciais para o {iltimo teorema de Fermat.

Erros cometidos por matematicos como Cauchy foram investigados
por Ernst Kummer, fato que o levou & invengiio dos pfimeros 1deals, tma
das mais ricas nogdes j4 introduzidas na Matemdtica. Com base em tal
no¢io, Kummer conseguiu demonstrar (1850) que o casa (2) é impos-
sivel em inteiros #, ¥ e 2, diferentes de zero, para todos os primos p maio-
res que 2 e que nio figuram nos numeradores dos 1/2 (p-3) nlmeros
primos de Bernoulli (primos deste tipo sfo chamados regulares). Pros-
segumdo suas investigacbes nessa linha, Kummer descobriu que os tnicos
primos abaixo de 100, n3o regulares, sio 37, 59 ¢ 67 (e entre 100 e 166,
apenas 101, 103, 131, 149 ¢ 157). Finalmente, com base em trés supo-
sicdes concernentes 3 natureza do campo algébrico, o mesmo matemdtico
conclitin que elas s3o satisfeitas para p = 37, 59 e 67 e, portanto, que 0
caso (2) & impossivel para todos os primos menores que 100.

Estendendo o método de Kummer, Harry S. Vandiver (1929-39)
obteve um certo niimero de condigGes que devem existir quando o caso (2).
é satisfeito, condigfes que, aphcadas por seus colaboradores, propiciaram
a descoberta de que o caso (2) € impossivel para todos os primos P
menores que 619,

- Quanto aos resultados mais recentes, o problema pode separar-se em
dois casos. Se 2, ¥ e £ sBo primos entre si e primos também em relagio
a p, temos o caso I do filtimo teorema de Fermat; se x, ¥ € 2 sdo primos.
entre si e um deles € divisivel por p, temos o caso II do mesmo teorema..
Emmbora se possa presumir que o caso I seja verdadeiro, até hoje nfio se
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conseguiu prova-lo, mas certas conquistas parciais foram feitas. Assimy &
que Leonard Dickson, utilizando-se do teorema de Germain, demonstron
(1908) que o caso I é impossivel para todos os primos menores -que
7.000. B, Rosser (1939-41), levando mais avante pesquisas efetuadas por
matematicos como F. Pollaczeck ¢ T. Morishima e valendo-se de um novo
método analitico, provou que o caso I nio se sustenta para qualguer
primo p menor que 41.000.000; e Derrick H. & Emma Lehmer estenderam
depois este resultado para p menor que 253.747.889, Fundamentado sobre.
tudo numa idéia devida a Howard Mitchell, Vandiver demonstrou (1944
que se ¢ & um dado inteiro par ndo divisivel por 3 e se & possivel definir
dois primos p e g tais que ¢ = 1 - cp, p maior que ¢ e ¢ maior que
3-9(c), entdo o caso (2) é impossivel em inteiros com %, ¥ e & primos de
P. Aqui, g(c) é o nfimero de inteiros positivos maiores que ¢ e primos em
relagio a ¢. Os critérios empregados pelos Lehmer e por Vandiver foram
testados depois por um computador digital ¢ mostrou-se por esse processo
(1954-5) que o filtimo teorema de Fermat é verdadeiro para todos os
expoentes menores que 4.002 no caso (1). -

As conquistas quanto ao caso 11, até inicios da década de 60, foram
bem menores. De qualquer forma, o que mais importa na histéria do
enigmético teorema de Fermat é o fato de que as herdicas tentativas feitas
para resolvé-lo globalmente conduziram a uma respeitével quantidade de
descobertas notéveis no campo da teoria dos nfimeros e 3 invengio de
ricos processos de anilise. Este capitulo cutiosissimo da histéria das ma-
tematicas mostra até onde o nfic-saber, o incerto, o duvidoso e até
mesmo o insolavel podem transformar-se em estimulo fundamental para
z realizagfio de fecundos itineririos intelectuais. Histdria que encerra, cet-
tamente, mais um expressivo exemplo para todos os tedricos da educacio
que se deixam atrair por métodos de ensino que, a servico de certas
“facilidades”, ao invés de criar no educando o permanente espirito de
davida, de estimular a inteligéncia sempre aberta para o problemético, o
misterioso, o enigmético, pretendem gerar em seu espirito aquela tran-
quilidade que s6 a submissio ao dogma pode produzir, estada este que,
no caso limite, 1dentifica a__qtg;g__)g_ig__.hq_n‘w (para usar uma feliz compa-
ragio feita por Nietzsche) com aquela placidez prépria de uma vaca sadia
rugrréllinand':).p0 ' ) !

Circula hoje em dia entre mateméaticos a seguinte anedota: certo
matematico de fama, impressionado com o enigma representado pelo- flti-
mo teorema de Fermat mas preocupado com questfes académicas oficial-
mente mais sérias, so tenta resolvé-lo 3 noite debaixo das cobertas, para
que a mulher nio perceba o que estd fazendo. Dir-se-ia, a propdsito, que
b4 no cientista verdadeiramente criativo uma certa dose de “loucura”, da
qual se envergonha muitas vezes, mas ingrediente indispensivel para o
progresso da ciéncia, Enquanto existirem esses “marginais” certamente
ainda havera esperanca de que o espirito cientifico jamais morra, surja
ou ndo0 uma nova ba barie.
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