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UBER TRANSFINITE ZAHLEN [SOBRE 0S NUMEROS TRANSFINITOS]

Meus senhores! Hoje eu quero falar diante dos senhores sobre o conceito de nimero
cardinal transfinito; e, precisamente, quero tratar em um primeiro momento de uma
aparente contradicido que esse conceito contém. Para isso, eu antecipo o seguinte: a
meu entender, um objeto s6 pode ser pensado se for possivel defini-lo em um nimero
finito de palavras. Um objeto que nesse sentido é definivel de maneira finita, quero
denominar, de forma abreviada, simplesmente “definivel”. Dessa maneira, um objeto
que ndo pode ser definido também nio pode ser pensado. Do mesmo modo, denomino
uma lei como “expressavel” se ela puder ser expressa em um nimero finito de palavras.
O senhor Richard® provou que a totalidade de objetos definiveis ¢ contével, isto
é, que o niimero cardinal dessa totalidade é N . A prova é muito simples: seja o o ni-
mero de palavras do dicionario; assim, pode-se comn palavras definir um maximo de
o objetos. Faca agora n crescer além de todos os limites; assim, vé-se que ele nunca
superara uma totalidade contével. A poténcia do conjunto dos objetos pensaveis seria,
por conseguinte, N . O senhor Schoenflies levantou a objecao contra essa prova,3 de
que com uma Gnica definigéio pode-se definirvarios, até mesmo infinitos objetos. Como
exemplo, ele apresenta a definicdo de fungdes constantes, que evidentemente existem
em numero infinito. Essa objecdo é, porém, inadmissivel, porque através de tais defi-
ni¢des nio serdo definidos absolutamente quaisquer objetos individuais, mas sua to-
talidade — em nosso exemplo, o conjunto de fungdes constantes é definido, e ele é um
objeto individual. Desse modo, a objecdo do senhor Schoenflies ndo é convincente.
Como se sabe, Cantor? provou que o continuo nio ¢ contavel, e isso contradiz a
prova de Richard. Pergunta-se entdo qual das duas provas é correta. Eu afirmo que sdo
ambas corretas, e que a contradicdo é apenas aparente. Como fundamentagio dessa
afirmacio, eu quero dar uma nova prova para o teorema cantoriano: seja dado um seg-
mento AB e uma regra através da qual cada ponto do segmento seja relacionado a um
ntmero inteiro. N6s queremos designar para efeitos de simplicidade os pontos atra-
vés dos ntimeros a eles relacionados. Nos dividimos agora nosso segmento através de
dois pontos arbitrarios4 eA , em trés partes, que nés designamos como subsegmentos
de primeiro grau; dividimos esses subsegmentos novamente em trés partes e obtemos
o subsegmento de segundo grau; imaginemos a continuacio desse processo infinita-
mente, de modo que o comprimento dos subsegmentos de reta diminua a cada aplica-
cdo da regra. O ponto 1 pertence assim a um ou, no maximo, a dois — se ele coincide
com A1 ouA2— dos subsegmentos de reta do primeiro grau, havendo, portanto, um a
que ele ndo pertence. Nele procuramos o ponto com o menor nimero, que agora deve
ser no minimo 2. Nos trés subsegmentos do segundo grau, que pertencem ao segmen-
to de primeiro grau na qual nos encontramos, ha agora novamente pelo menos um, ao
qual o ponto considerado por tltimo nio pertence. A partir dele, damos continuidade
a0 processo e obtemos uma série de segmentos que possui as seguintes propriedades:
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cada um deles est4 contido em todos anteriores, e um segmento de n-ésimo grau nao
contém nenhum dos pontos 1 até n—1. Da primeira propriedade segue-se que deve exis-
tir pelo menos um ponto, que ¢ comum a todos eles. Da segunda propriedade se segue,
contudo, que o nimero desses pontos deve ser maior que cada nimero finito, isto &,
nio pode ser relacionado a ele nenhum nimero.

O que estabelecemos assim como pressuposto para essa prova? Nos tomamos
como pressuposto a lei de que um nimero inteiro relaciona-se a cada ponto do seg-
mento. Entdo, conseguimos definir um ponto que nio esta relacionado a nenhum in-
teiro. Nesse sentido, as diferentes provas desse teorema nio se diferenciam. Mas para
isso, essa regra deveria ser confirmada. Segundo Richard, aparentemente tal regra de-
veria existir, mas Cantor provou o contrario. Como Superamos esse dilema? Pergun-
temo-nos uma vez mais sobre o significado da palavra “definivel”. Tomemos o quadro
de todas as proposigdes finitas e risquemos cada uma das que nio definem nenhum
ponto. O restante nos ligamos aos nimeros inteiros. Quando nés realizamos a verifi-
cacgdo do quadro novamente, sera de maneira geral mostrado que nés devemos deixar
ficar algumas proposi¢des que previamente riscamos. Assim, as proposicdes em que
se fazia referéncia a propria lei de formacio das relagdesd nio tinham significado an-
tes, visto que os pontos nio estavam ainda relacionados aos nimeros inteiros. Essas
proposicoes agora possuem significado, e devem pertencer ao nosso quadro. Se nés
estabelecéssemos uma nova lei de formacio das relagoes, tal dificuldade repetir-se-ia
ad infinitum. Aqui reside, entretanto, a solucio da aparente contradicio entre Cantor e
Richard. Seja M o conjunto dos ntimeros inteiros, M o conjunto decorrente do pri-
meiro exame do quadro de todas as proposigdes finitas de pontos definiveis de nosso
segmento, G alei de formagao das relagdes entre ambos os conjuntos. Através dessa
regra, agrega-se um novo conjunto M2, de pontos como definiveis. AM1 + M2 pertence
uma nova regra Gz, e dessa maneira tem origem um novo conjunto Mg’ e assim por di-
ante. A prova de Richard ensina que mesmo onde eu néo aplico o procedimento, sem-
pre existe uma regra, enquanto Cantor prova que o procedimento pode ser continuado
arbitrariamente sem limite. Logo, néo existe nenhuma contradicio entre ambos.

A impressdo que advém dai reside no fato de que falta uma propriedade a regra
de ordenacdo de Richard, que eu, com uma expressio emprestada dos filésofos ingle-
ses, designo como “predicativa”. Em Russell,” de quem eutomo emprestada a palavra,
adefinicio entre os conceitos 4 e A’ é ndo predicativa se 4 esta presente na definicdo de
A’ evice-versa. Entendo, portanto, o seguinte: cada regra de ordenacdo pressupde uma
determinada classificagdo. Eudenomino agora uma ordenacio como predicativa se sua
classificacio é predicativa. Eu denomino, entretanto, uma classificacdo como predi-
cativa se ela nio é modificada através da introdugio de novos elementos. Esse nio é,
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contudo, o caso sob o ponto de vista de Richard; de fato, a introducao de regras de or-
denacdo modifica a distribuicao tanto das sentencas que possuem significado quanto
das que ndo possuem. O que se quer dizer com a palavra “predicativo” deixa-se ilustrar
melhor com um exemplo: se eu devo ordenar um conjunto de objetos em certo nimero
de caixas, posso fazé-lo de duas maneiras diferentes: ou os objetos ordenados ja estio
previamente em seus lugares de modo definitivo, ou eu devo, a cada vez que ordeno um
novo elemento, novamente remover os outros, ou ao menos uma parte deles. No pri-
meiro caso, eu chamo a classifica¢do de predicativa, no segundo, ndo. Um bom exem-
plo de uma defini¢do nio predicativa foi dado por Russell: seja4 o menor nimero in-
teiro cuja definicio exige mais de cem palavras em alemio. 4 deve existir, uma vez que
de qualquer maneira s6 se pode definir com cem palavras uma quantidade finita de
numeros. A definicdo que acabamos de dar desse nimero possui, entretanto, menos
de cem palavras. E o numero 4 é, portanto, definido como indefinivel.

Zermelo levantou uma objecdo contra a rejeicdo das defini¢des nio predicativas,
rejeicdo essa que invalidaria grande parte da matematica, como por exemplo, a prova
de existéncia da raiz de uma equacgio algébrica.

Essa prova é conhecida como segue:

Dada uma equagio F(z) = 0, prova-se agora que |F(x)| precisa ter um minimo;

sejaxo um dos valores do argumento para o qual um minimo ocorre; entdo
|F(x)| 2 [F(z)|.

Donde se segue que F(xo) = 0. Aqui a definicdo de F(xo) é nio predicativa, pois
essevalor depende da totalidade dos valores de F(x), para os quais ele mesmo pertence.

Eu nio posso admitir como justificavel essa objecdo. Pode-se entdo remodelar
essa prova, de modo a desaparecer dela a definicio nio predicativa. Considero para
essa finalidade todos os argumentos da forma %, onde m, n e p sdo numeros intei-
ros. Entdo, eu posso estabelecer as mesmas conclusées como antes, mas o valor do ar-
gumento para o qual ocorre o minimo de |F(x)| nio pertence em geral aquilo que foi
considerado. Desse modo, a circularidade da prova é evitada. Pode-se exigir de cada
prova matematica que as defini¢gdes que nela aparecem (sua respectiva definigdo), e
tudo que dai se segue, seja predicativo, pois, caso contrario, a prova nio seria rigorosa.

E quanto 2 classica prova do teorema de Bernstein? Ela ¢ livre de objegio? E sa-
bido que o teorema diz que, se trés conjuntos 4, B, e C sdo dados, onde 4 esta contido
em B, BemC, eA é equivalente a C, entdo A e Btambém devem ser equivalentes. Trata-
se aqui também de uma regra de correspondéncia. Se a primeira regra de correspon-
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déncia (entre Ae C) é predicativa, a prova mostra que também precisa existir uma re-
gra de correspondéncia predicativa entre 4 e B.

No que concerne ao segundo cardinal transfinito a , nio estou inteiramente con-
vencido de que ele exista. N6s chegamos a ele através da consideracdo da totalidade dos
ntimeros ordinais de poténcia N ; é evidente que esse conjunto deve possuir uma po-
téncia superior. Pergunta-se, contudo, se ele é fechado, ou se nés podemos falar de
sua poténcia sem incorrer em contradi¢do. Um infinito atual, de qualquer maneira,
ndo existe.

O que devemos pensar do famoso problema do continuo? Pode-se “bem” ordenar
os pontos do espago? O que entendemos por isso? Ha aqui dois casos possiveis: ou
afirma-se que a regra de bem-ordenacio pode ser expressa de modo finito, e, entdo,
essaafirmacdo ndo é provada; também o senhor Zermelo nio tem provavelmente a pre-
tensdo de ter provado tal afirmacdo. Ou admitimos a possibilidade de que a regra néo
possa ser afirmada de modo finito. Nesse caso, nio posso atribuir a essa afirmacao
qualquer sentido, tratando-se para mim meramente de palavras vazias. Nisso est4 a
dificuldade. E essa é provavelmente a causa da disputa acerca da “quase genial” propo-
si¢io de Zermelo.? Essa disputa é muito curiosa: uns rejeitam o axioma da escolha, acei-
tando, contudo, a sua prova; outros aceitam o axioma da escolha, mas nao reconhecem
a sua prova.

Mas eu ainda poderia falar sobre isso por algumas horas, sem resolver a questéo.

Tradugdo do original em alemdo de Oscar Jodo Abdounur & Jacintho Del Vecchio Junior.
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Notas

1 Comunicagio proferida em alemio por Henri Poincaré em 27 de abril de 1909, na Universidade de Gottingen,
publicada posteriormente com outros cinco artigos sob o titulo Sechs Vortréige iiber ausgewclte Gegenstinde aus der
reinen Mathematik und matematischen Physik (Leipzig: Teubner, 1910).

2 Jules Richard, matematico francés (1862- 1956).Apr0va aque Poincaré se refere de modo sintético foi apresenta-
da por Richard em seu artigo intitulado “Les principes des mathématiques et le probleme des ensembles”, publicado em
1905 na Reyue Générale des Sciences Pures et Appliquées, e consiste em um dos argumentos do bem conhecido paradoxo
de Richard.

3 Aargumentagio de Schoenflies encontra-se emumtexto de 1909, denominado “Uber eine vermeintliche Antinomie
der Mengenlehre” e publicado no ntiimero 32 do periédico Acta Mathematica, em fevereiro de 1909. Essa mesma
publicagio traz um artigo de Poincaré que contesta seu posicionamento, praticamente nos mesmos termos que o
verificado no segundo paragrafo de “Uber transfinite Zahlen”.

4 Georg Cantor (1845-1918) foi um matematico russo-alemio que teve atuagiio destacada no desenvolvimento da
teoria dos conjuntos; dentre suas contribuicdes, o conceito de nimeros transfinitos (e, portanto, a criagio de uma
“matematica do transfinito”) guarda uma relacio direta com as dificuldades tratadas no presente artigo. No artigo,
Poincaré cita Cantor por sua prova de que o continuo nio é contével. Na realidade, Cantor apresentou essa prova em
duas ocasides: a primeira, em 1873 (publicada em 1874.); a segunda, em 1891, momento em que apresenta o famoso
método diagonal de Cantor, que acabou por se tornar uma técnica recorrente de prova em matematica.

5 No original, “Zuordnungesetz”. Optou-se pela traducio supra (“lei de formagio de relagdes”) em vista do que o
autor pretende evidenciar: uma regra que estabelece uma relagio entre os pontos e os enunciados que os definem.
Trata-se, portanto, de um sentido muito mais plausivel que o de regra de atribuigio ou de ordenagio, que também
seriam tradugdes possiveis.

6 Russell apresenta os termos “predicativo” e “nio predicativo” de modo preciso em seu artigo intitulado “On some
difficulties in the theory of transfinite numbers and order types”, submetido a publicagio em 1905 e publicado em
1906. A referéncia a Russell é sugestiva, pois o logico inglés é o principal interlocutor de Poincaré no que concerne
aos problemas relativos a solucdo dos paradoxos da teoria dos conjuntos.

7 Poincaré refere-se, como deixara claro logo em seguida, ao problema que envolve o axioma da escolha. Nos termos
de Russell, 0 axioma da escolha pode ser assim postulado: “dado um conjunto w, existe uma funcio f‘u tal que, seu é
um conjunto nio vazio contido emw, entéo f u é membro dew” (Russell, 1906, p. 47), A simplicidade do axioma da
escolha nio corresponde ao seu carater problemaético: apesar de necessario para a ordenacéo de séries, o axioma ¢é
evidente para conjuntos finitos, mas indemonstravel no caso de conjuntos transfinitos, o que é particularmente
incomodo para os autores de orientagio logicista.
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